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Vorrede. 



So einfacb auch die Grundsätze der analytischen 
Geometrie sind, die Äusfülirung dieser Grundsätze, d. i. 
die wirkliche Lösung vorliegender Probleme ist, zumal 
für den Anfänger, mit mancherlei Schwierigkeiten ver- 
kntlpft. Mehr als anderswo hat man in diesem Gebiete 
grosse Uebung nöthig, nachdem hier die wirkliche Durch- 
führung von Aufgaben nicht in dem Sinne nach gege- 
benen Regeln geht, wie diess in manchen Zweigen der 
Mathematik wirklich der Fall ist. 

Es war also meine Absicht, das Studium der analy- 
tischen Geometrie durch eine Sammlung von sorgfältig 
gewählten Beispielen zu unterstützen, und insbesondere 
Demjenigen , der ein grösseres Bedürfniss zur exacten 
Durchbildung der einzelnen Theorien fühlt, ein Materiale 
der mannigfachsten Art zur eigenen Uebung zu über- 
lassen. 

Ich fand mich zur Veröffentlichung dieser Schrift 
um so mehr ermuntert, da dieses Feld mit Aufgaben- 
Sammlungen noch ziemlich karg bedacht ist. Als die 
vorzüglichste Arbeit, die mir in der Hinsicht bekannt ist, 
muss ich die „Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen" 
von J. Magnus bezeichnen, die jedoch ihres bedeutenden 
Volumens halber, trotz aller Trefflichkeit, nicht leicht in 
grösseren Kreisen allgemein werden kann. 

Was die Anlage des Ganzen betrifft, so muss ich 
vorerst bemerken, dass ich jene Fundamental- Aufgaben 
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der analytischen Geometrie, z. B. die Kenntnlss der Glei- 
chung einer geraden Linie, welche durch zwei Puncte 
geht u. a. m. als bekannt voraussetzte , da solche Auf- 
gaben vermöge ihres prinzipiellen Werthes ohnedem Im 
eigentlichen unterrichte vorkommen müssen. Dort , wo 
es mir zweckmässig oder nothwendig schien, habe ich 
einzelnen Abschnitten eine Erklärung vorangehen lassen, 
oder sie in Anmerkungen eingeschaltet. 

Dass ich allen Aufgaben eine mehr oder minder 
ausföhrUche Lösung beigegeben habe, schien mir nach 
dem, was ich Eingangs erwähnte, unerlässlich; auch 
glaube ich, dass dadurch die Selbständigkeit des Lesers 
gar nicht beeinträchtiget wird, sobald ihm in Wahrheit 
daran gelegen ist, seine eigene Kraft zu erproben. 

Die Anwendung der Differential- und Integralrech- 
nung erstreckt sich hier nur auf Aufgaben tlber ebene 
Curven; sollte jedoch diese Schrift von Sachverständigen 
mit Nachsicht beurtheilt werden, so würde ich gerne in 
einiger Zeit auch Aufgaben über Flächen und Körper, 
mit Differential- und Integralrechnung behandelt, folgen 



Bei Abfassung dieser Schrift benutzte ich die Werke 
von Brandes, Adam R. v. Burg, Duhamel, Lifebure de 
Fourcy, Littrow, J. Magnus, Salomon, Schlömüch, Schnuse, 
Soknke u. m. a. 

Wien: im November 1862. 



6>cr Verfasser. 
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Die analytische Ceoinelrie in lier Ebene. 
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Erster Abschnitt. 

Aufgaben über die gerade Linie. 



c + «y 4- p = 



Aufgabe 1. ihs soll die Gleichung 
construirt werden. 

Lösung. Die vorgelegte Gleichung, welche eine gerade 
Linie repräaentirt , läast sich auf die Form i/ = a3!-\~b bringen. 
Setzen wir ein rechtwinkeliges Coordinatensystem voraus, und 
tragen wir auf der Ordinatenaxe (Figur 1) 0T= b auf; wenn 
man ferner bedenkt, daas a das Ver- 
hältniss von Sinus und Cosinus des 
Neigungswinkels der gegebenen Ge- 
raden mit der positiven Richtung der 
.■c-Axe bezeichnet, und a in der Form 
% gegeben gedacht wird , so haben 
wir auf der durch 2' parallel gezo- 
genen Geraden Tx, Tü^=a, auf- 
zutragen, in U die Senkrechte UV 
zu errichlen und £/F=;(3 zu ma- 
chen, und es ist der Winkel UTV 
derjenige, dessen Tangente = a ist. 
Die Gerade VT gezogen , stellt uns 
jene Gerade vor, deren Gleichung 
gegeben ist. 

Aufgabe 2. Es soll die Gleichung der Geraden für das 
schiefwinkelige Coordinatensyslem aufgoetelit werden. 

Fig. 2. Losung. Sind, wie in 

beistehender (Fig.2),-4 0=b 
und 'jift jene Conetanfen, 
welche die Lage der Ge- 
raden unveränderlich fest- 
setzen, und ist M ein will- 
kürlicher Punct der Gera- 
den, so lässt sich aus der 
Aehnlichkeit der Dreiecke 
OAT und MTP immer 
die Relation aufstellen : 
1* 
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OT : Or+ OP = AO : 
oder OT : 0P= AO : (MF — 

■Pn rnn ^T i sin (<p - c) ^p 


MP 

■AO) . . . (1) 
Ä-, ^0 = ö und 
Substitution dieser 


(«P— /10)=y — S Ist, 80 folgl cliireh 
Werlhe in (1) 


Bezeichnet man . ,°'°" ^ durch a, so 


stellt «ich die Glei- 



chung der Geraden beim Hcliiefwiiikeligen Co ordinalen System ge- 
nau 90 wie beim rechtwinkeligen, j/ = ««-)" ^■ 

Zusatz 1. Tat nun i/=:a.^ -\- b gegeben, und bezieht sich 
diese Gleichung auf ein achiefwinkeliges Co ordinaten System vom 
Coordinaf eil Winkel g>, ao läsat aich aus der Gleichung a = ■■■■■■ _ ; 
sehr einfach a beatimnien, wenn man ein {9 — a) im Nenner ent- 
wickelt und Zähler und Nenner des Bruches durch cos« dividirt; 
man erbalt dann fHr tg» ^^ ■ "^'"^ — ■. 

ö 1 4- n cos q) 

Znsatz 2. Zum Behufe der Conatruction iat es hier am 
zweckmässigsten , die Grösse h aufzulragen und aich noch über- 
diess einen Punct der Geraden zu bestimmen. Durch diesen 
Punct und jenen in der Ordinatenaxe ist die Gerade voltkommen 
bestimmt. 

Aufgabe 3, Die Gleichungen zweier Geraden auf ein 
schiefes Axenajefem bezogen, aind gegeben. Man bestimme ih- 
ren Neigungswinkel. 

Lösung. Es seien t/ = aai~\- h und 1/^= äse -J- i' die Glei- 
chungen der gegebenen Geraden, a und % ihre Neigungswinkel 
mit der ^--Axe, 8 der Neigungswinkel der beiden Geraden, so 
folgt sehr einfach d = ct' — a. Um aber für S einen Ausdruck 
zu erhalten, der die Conetanten a, d und (p, d. i. den gegebenen 
Co ordinaten Winkel enthält, eo stelle man sich tga und Ig»' auf, 

was auB den Gleichungen a = -r-; ; und a = t—, tt {nach 

Aufg. 2, Zusatz 1) sehr leicht geschehen kann. Man hat niim- 

lich für tgct = asmip ^^^ j.^^ , _ " , s'nq3 _^ 

^ 1 4- a eoa qj ' = 1 4- u cos <p 

Setzt man nun die so erhaltenen Werthe in fs iJ == g" ~ 5 
= 1 + tjj (I tg « 

und reducirt gf'hörig, eo hat man die Formel 
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Sollen die beiden Geradeu parallel sein, musa tf = sein, 
also auch tgtf^O, d. i, (a—a)s\nq) =0; und da (p nicht Null 
werden tann, ao muas «' — a = 0, d. i. a'^^a sein. 

Sollen die beiden Geraden auf einander senkrecht stehen, 
mu88 5 = 90', aleo tg(5^=oo, d. i. 

14 a a -\- {a -\- a) coa g> = sein. 

Aufgabe 4. Es ist der Abstand eines Punctes von einer 
Geraden zu bestimmen. 

Lösung. Setzen wir der Allgemeinheit halber ein schief- 
winkeliges Coordinatensystem voraus, die Gleichung der gegebe- 
nen Geraden sei y = ax -{• b (1) 

und die Coordinaten des gegebenen Punctea mögen ai' und y' heissen. 

Vor allem wird man sich die Gleichung derjenigen Geraden 
aufstellen, die durch den gegebenen Punct geht und gleichzeitig 
auch senkrecht steht auf der Geraden (1), 

Die Gleichung der Geraden, weiche durch den Punct x' p' 
geht, heiast y — y' = a (a; — *') (2) 

Damit aber die Gerade (2) auf (1) senkrecht steht, mues 
1 + acj' + (a + a') cos 95 = sein. 

Aus dieser letzten Eeladon folgt 



oder dieser Werth von a in (2) subatituirt, gibt 

y — y' = -^ ^ + '"'°"^ {p: — x) ... (3) 
die Gleichung derjenigen Geraden, welche durch x y' geht und 
senkrecht auf der Geraden (1) steht. 

Für die Bestimmung der Distanz hat man ferner den Durch- 
schnitt der beiden Geraden (Ij und (3) zu bestimmen , und die 
Entfernung dieses Durchschnlttspunctes von x y' zu rechnen. 

Ohne übrigena x und y aus den beiden Gleichungen zu 
suchen, genügt es ja vollkommen, die Differenzen {w — .v) und 
(y — y') zu kennen, und man hat dann für das Quadrat der Dislanz 

d'' ^ ix~x')^ -\- (y—yT + 2(x-^'}(y~y')G0Bq> ... (4) 

Die Gleichung (1) können wir auf die Form bringen: 

y — y z= a(x — x'} + « a:' — J/' + 6. 

Bezeichnen wir der Kürze halber — — ■, — — durch p, 
o -J- cos tp ^ 

und {a x — y' + i) durch q , ao haben wir die Gleichungen ; 

( y — S»' == « U — ^') + 9 

\i, -^ y' ■= p {X — x) 
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Aua diesen zwei Gleichungen folgt 

dieae Differenzen in (4) eubstituirt, geben 

ä'= 'l±^ %±^f^ „ ■ _jlg, (1 + ,■ + 2p CO, y) 
oder d = ~3— "(/l ^-p" + 2p cosy. 

Substituirt man für p und y wieder die übrigen Werthe, so er- 
gibt sich für 

p-« = ^^r^^ ' 

«ndfür l+p^ + 2pco«9> = tl+^y^li^£^^M£^. 

daher folgt d = J i^"^' - '>') -"Z. . 

Für y = I folgt die einfachere bekannte Formel d = • '' ,. ..._.^ . 

Aufgabe 5. Die Länge des Perpendikels, welches vom An- 

fitngapuncte der Coordinaten auf eine Gerade gefällt iat, und der 
Winkel, welchen es mit der Abscissenaxe bildet, sind gegeben; 
man soll die Gleicliung jener Geraden finden, 

Lösung. Ea sei die Länge des Perpendikels =p und 
der gegebene Winkel = a,. 

Die rechtwinkeligen Coordinaten des Endpunctes des Per- 
pendikels sind demnach :i?'=pcoga und y=p8ina; die Glei- 
chung dea Perpendikels iat ?/ ^= tg« . a:, daher die Gleichung ei- 
ner Geraden, die durch diesen Endpunct geht und senkrecht auf 
dem Perpendikel steht, 
y _j,'=— -I_(a,~j;') oder y —psma =>-— ^(x — pcosa). 

MultipUcirt man diese Gleichung mit sina, so ergibt sich 
die verlangte Gleichung x . cos a, -\- p ä'in a, =^ p. 

Aufgabe; 6. Es ist die Gleichung einer Geraden aufzu- 
stellen, welche durch die Pnncte x y' und x" y", und die Glei- 
chung einer Geraden, die durch den Punct x" y'" geht und auf 
craterer Geraden senkrecht steht. 

Lösung, Die Gleichung jener Geraden, die durch die 
Functe x' y und x" i/" geht, heisst 

.y -y ^ 'T^*^-^') ■ ■■■(!) 

die Gleichung der Geraden, die durch a!" y" gellt, ist 

y - y'" = a(.:L-^"') (2) 
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7 

Soll abor die GeraJe (2) auf (1) senkrecht stehen, ao muss 

~ 'J — '/ 

Es ist tliiher die Gleicliung der verlangten Geraden 

Aufgube 7. Es soll der Abstand zweier paralleler Gera- 
den gesucht werden, 

Lösung. Die Gleichungen jener zwei Geraden seien 
y =: aas -\- h und y = aai -{- h'. 

Denken wir uns ausserhalb der beiden Geraden einen Punct 
x y angenommen, und von diesen ein Perpendikel auf beide 
Gerade gezogen, so wird die Differenz dieser Längen den Ab- 
stand der beiden Parallelen bezeichnen. 

Die beiden Perpendikel sind beziehungsweise 
und 



daher der verlanate Abstand p — p = — - - ■■■■:■ =. 
^^ er yi^r^ 

Es ist noch nothwendig zu bemerken, dass, wenn der Punet 
x y innerhalb der beiden Geraden angenommen würde, man in 
diesem Falle nicht die Differenz, sondern die Summe dieser Per- 
pendikel zu nehmen habe. Man kommt in diesem Falle ganz 
auf dieselbe allgemeine Formel , wie sie bereits oben angegeben 
ist, wenn nur berücksichtiget wird, dass heide Perpendikel ent- 
gegengesetzte Zeichen bekommen, wie für sich Ida-r ist. 

Im Allgemeinen dürfte es am einfachsten sein, durch den 
Ursprung das betreffende Perpendikel zu ziehen. 

Angabe 8. Es ist die Gleichung einer Geraden zu finden, 
welche durch einen bestimmten Punct geht und mit der positiven 
Richtung der Abaeissenaxe den bestimmten Winkel « einschliesst. 
Durch denselben Punct ist eine zweite Gerade zu ziehen, welche 
mit der positiven Richtung der Ordinatenaxe einen bestimmten 
Winkel (3 bildet. Welche sind die Gleichungen dieser Geraden, 
und wie gross ist ihr Neigungswinkel? 

Lösung. Die Gleichung der Geraden, die durch den be- 
stimmten Punot gebt und mit der AbsciBsenaxe den Winkel a 
tinschliesst, heisst 

y — y = tg 0, {.T! --- x) ; 
die Gleichung der Geraden , welehe durch denselben Punct geht 
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und mit der Ordinatenaxe den gegebenen AVbkel ß eineclilieeet, 
heisst 

y — y' = COtg (3 {X — W). 

Man hat daher für den Neigungswinkel die Formel 
'S" n-tg«.tgß- 

Aufgabe 9. Man aoU einen gegebenen Winkel halbiren. 

Losung. Da es sich hier nur um die Gleichung der Hai - 
birangelinie handeln kann, so denken wir uns den Ursprung des 
Coordinatensystema in den Scheitelpunct des Winkels gelegt, den 
einen Schenkel als Abscisaen-, den andern als Ordinatenaxe 
benutzt. 

Verstehen wir unler a. die Grosse des gegebenen Winkeis, 
80 schlieast die Halbirungsünie dieses Winkels mit der Abscissen- 
axe den Winke] s ßin, "nd gehl gleichzeitig durch den Ursprung, 

öonach ist ihre Gleichung y = ax, wo a = — - — ~ — : = I ist; 

d;iiier ergibt sich für die Gleichung der Halbirungslinie y =^ x. 

Aufgabe 10. Ea sind zwei Puncte gegeben, man aoH ihre 
Verbindungslinie ho in zwei Theile theiien, daaa sich die Ab- 
Hchnitte wie die Zahlen m und n verhalten. Es sind die Cüor- 
dinaten des Theilungepunctcs zu rechnen, 

Lösung. Bezeichnen wir die zwei gegebenen Puncle durch 
A und B, und ihre Coordinaten beziehungsweise durch x y und 
x" y", den zu suchenden Punct durch und seine Coordinaten 
durch X und ?/, so soll nach der gegebenen Aufgabe die Propor- 
tion bestehen : 

AO : BO = 7n : n (l) 

Legen wir, uui ganz allgemein zu rechnen, ein schiefes 
Coordinatenayafem zu Grunde , so haben wir vor allem die Di- 
stanzen A Und BO aufz«etollen und in die Gleiehung (1) zu 
setzen. Ea folgt dann, wenn man gleichzeitig die Proportion 
wieder in eine Gleiehung verwandelt, 

» y Xo, - xY + {y—!l'f + 2{.x~ ,r') [y -y') cos y = 

^ ±. m y{x-xy + (*/— yv -i- 2 {« - 1") (3/— y) cos <p 



yGoosle 



« (*-.^0 l/l" -h (SF + 2 ^-^; cos ^ = 

= ± m ix~m") J/l -I- (l^iy + 2 —Xr cos 9. 

Führt man die Bedingung in die Rechnung ein, daes der 
Purict in der Verbindungslinie AB liegt, ßo muas die Glei- 
chung ij —y =^ ^ , ~ ^ .,- (a' — a'') oder y — y" = - .— ■ ^., (x — x) 
Statt finden. Aus diesen zwei Gleichungen geht hervor 

y "/ _ y — y " -«^ 

a — i' — a — i" ^ ' 

In Folge dieser Bedingung läast sich oben durch den Ka- 
dikalausdfuck abkürzen, und es verbleibt 

h{x^x') = ±. m{x^:i") .... (3) 
und hieraus folgt weiter x ^ "" ■■■ ""^ . 

Au8 (2) folgt f=^ = S^' "^«^ ^a ai"« (3) 1^ = =i= if 
aicli ergibt, so hat man ferner ~ — ^, =^±-, woraus 

Man erhält also im Allgemeinen zwei eoluhe Theilungspuncte, 
von welchen der eine auf der Verbindungslinie der gegebenen 
PuQcte selbst, der andere jedoch in ihrer Verlängerung liegt. 

Zusatz. Für n=m, d, i. wenn der gesuchto Punct die 
Verbindungslinie in zwei gleiche Theile theüen soll, ao werden 
die Wcrthe für das untere Zeichen unendlich, für das obere hin- 
gegen 0! =^4^ ""*^ y = l-^^. 

Aufgabe 11. Man soll die Bedingung aufsuchen, unter 
welcher durch drei gegebene Puncte eine gerade Linie gezogen 
werden kann. 

Lösung. Die Coordinaten der drei Puncto seien 3:' y\ x" y" 
und x"y"'. Die Gleichung der Geraden, die durch die erateren 
zwei Puncte geht, ist ^ — y' = > ~ .- (^ — J-') i soll der drilte 
Pnnct in derselben Geraden liegen, ao müaaen seine Coordinaten 
der ao eben gefundenen Gleichung Genüge leisten, es musa dem- 
nach die Relation y" — y = ^.^ ^.; {x" — a.') Statt finden , und 
es ist daher {x — ai') (y — y") = (x — x") [y — y") die verlangte 
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Bedingungsgleichung, dass durch drei gegebene Pmicfe eine Ge- 
rade gezogen werden kann. 

Aufgabe 12. Es soll die Bedingung aufgestellt werden, 
unler der drei gegebene Gerade sich in einem Puncte schneiden. 
Lösung, Es seien die Gleichungen der drei Geraden 

y=^a^^h (1) 

y^ax-\-b' (2) 

y = d'x + i" {3) 

Um eine Relation, welche zwischen den sechs Constanten 
für den Fall eines gemeinschaftlichen Punctes Slatt findet, auf- 
zustellen, suchen wir uns den Durchschnitt, d. h. die Coordinaten 
des Durchschnittspunctes zweier der gegebenen Geraden. Geht 
«lie dritte Gerade durch denselben Punct, so musa sie durch die 
Coordinaten des Durchschnittapunctea der beiden andern Geraden 
befriedigt werden. 

Sucht man etwa den Durchschnitt der beiden Geraden (1) 
und (2), 90 hat man 

5 — 6' , ab -ab' 

X = ■ ,— - und y ^ — .__ — . 

Diese Werthe in (3) gesetzt und gehörig reducirt , liefern die 
Gleichung 

a (b' — h") -\- d (b" -/')-{■ a" (b --b') = 
als die verlangte Bedingung , dass sich drei Gerade in einem 
Puncte schneiden. 

Aufgabe 13. Man soll die Gleichung einer Geraden finden, 
die durch einen gegebenen Punct geht, und durch 'den Durch- 
schnitt zweier anderer gegebener Geraden. 

Lösung. Der gegebene Punct habe die Coordinaten .vi/, 
die Geraden haben die Gleichungen y = ax -j- b, 
y .= «'« + J-. 
Für den Durch schnittspunct der gegebenen Geraden hat man 
," _ '' — ''' I " ^ "'&- "6' 

Die Gleichung der Geraden, die durch den bestimmten 
Punct x y geht, ist 

y ~ y = A{ie~x') (1) 

und da sie auch durch den Punct x" y" gehen soll, so rauss 
A = - ,-~ '"'.; , oder wenn man für x" y' die Werthe setzt, 

--1 — („'_„)^'-(ü-0 ''^"■ 
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Dieser Werth von A in (I) gesetzt, gibt die Gleichung der 
verlangten Geraden. 

Aufgabe 14. Zwei Punete sind gegeben; man soll andere 
Puncte von der Beechaffenheit suchen, dass ihre Entfernungen 
von den gegebenen Puncten gleich werden. 

Lösung. Es seien die Coordinafen der gegebenen Puncte 
x j/' und d' y" . Irgend einer der fraglichen Puncte habe die 
Coordinaten m und y. Da die Entfernungen des Punctes xy 
von den gegebenen Puncten x y und m y" gleich sein mdssen, 
also auch die Quadrate dieser Entfernungen, so hat man die 
Gleichung 

(x — .r'j" 4- iy-y? = U--.^Y + iy—y"?- 

Entwickelt man hier die Quadrate und reducirt, so kommt 
man auf die Gleichung 

» = - i^..m + h /^^"'\~"^'l~ -^ . . (l) 

Da nur eine einzige Gleichung zwischen x und y aufge- 
stellt werden kann, so gibt es auch unzählige Werthe für x und 
y, welche der gemachten Anforderung Genüge leisten. 

Das erhaltene ßesultat ist in Bezug auf x und y vom ersten 
Grade, und repräsentirt demnach eine gerade Linie. Diese ge- 
rade Linie ist demnach der geometrische Ort aller jener Puncte, 
welche von den zwei gegebenen Puncten gleiche Entfernung haben. 

Untersuchen wir die Lage dieser Linie etwas genauer, so 
iet sehr leicht zu erkennen, dass aJo auf jener durch die zwei 
gegebenen Puncte gehenden Geraden senkrecht steht; denn es 
ist die Gleichung der Geraden durch x y und x" y" 

y-y='T^y—-) ■ • ■ • (2) 

welche Gerade auf jener (1) unzweifelhaft senkrecht sieht, nach- 
dem das Product der Coefficienten von m die negative Einheit gibt. 

Dass ferner die Gerade (1) im Halbirungspuncte der Ver- 
bindungslinie der gegebenen Puncte auf der Linie (2) senkrecht 
steht, ergibt sich einfach daraus, daas die Coordinaten des Hal- 
birungspunctes , nämlich "-"^ ''— und ^ '^ , der Gleichung {1) 
Genüge leisten, wovon man sich leicht überzeugen kann. 

Aufgabe 15. Ea ist jener Punct ausüumitteln , der von 
drei gegebenen Puncten dieselbe Entfernung hat. 

Lösung. Es seien die Coordinaten der gegebenen Puncte 
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xy, x"y", x" y", ferner die Coordioaten des fragliclien Punctes 
X und y. 

Zur Ausmittelung von x und y lassen sich allgemein die 
zwei Gleichungen aufstellen : 

[x — x'f -\- (y — y)"^ = ix—x"}'' + (i/—y"f, 
{x — xY + (y~y'Y = (« — x'")' + iy~y"')\ 
oder reducirt kommt man auf die Gleichungen : 

(x" — !e)x -{■{/- y')y\'\(a-^ ~x'2 -\-y"' — y"^) =0) j_ 
{!)!"—x)x -\- {y"'—y)y ■{- ^{.x''^ — x"'^-\-y'^ — y"^) = Oi ' 
Aus diesen beiden Relationen, die in Bezug auf x und y 
vom ersten Grade sind, lässt sich x und y bestimmen. 

Einfacher jedoch wird die Ausmiltelung dieses Puactes durch 
eine passende Wahl des Coordinateusyatems, Legen wir das 
System so, dass der Ursprung in einen der Puncte, etwa iu x" y'" 
zu liegen kommt, ferner die Ordinatenaxe durch 3,' y'\ so gestal- 
ten sich die Gleichungen aus I.: 

~ XX -{- iy' — y') y + l (x"" -f y"^ ~ y"^) = 0, 
— XX — y'y 4- \{x^ -\- y'-^) = 0. 
Durch Snbfraction dieser Gleichungen folgt 

y"- y = h. y"^ 

oder y = ^ y", 
und durch Substitution dieses Werthes in der zweiten Gleichung 
folgt X = ^ {x^ -f y'^ — y' y"). 

Aufgabe Iß. Es sind die Gleichungen zweier Geraden ge- 
geben; man soll den Ort eines Puuctes finden, dessen Entfer- 
nungen von beiden Geraden ein gegebenes Verhältniss hat. 

Lösung. Es seien y -= ax -{- h und y = a x ■]- b' die 
Gleichungen der beiden Geraden in rechtwinkeligen Coordioaten, 
und 1 ; n das gegebene Verhältniss. 

Die Entfernungen eines Punctea M, dessen Coordinaten x 

und v sein möffen, von diesen Linien sind ± ■ - , .■■ ■ ^ und 
J & ' Vl + a' 



~ Vl + a" ' 
und weil diese Entfernungen im Verhältniss von I : w stehen sol- 
len, so muss die Proportion Statt finden; 

Diess idt die Gleichung des gesuchten Ortes- 
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Diese Doppelgleichung entspricht übrigens zweien Geraden, 
nämlich 



Es ist leicht zu bemerken , dasa diejenigen Werthe von x 
und y , welche zu gleicher Zeit die Gleichungen 1/ — a.i! — ft = 
und t/ — a'ä! — b =0 befriedigen, auch den beiden Gleichungen 
(1) und (2) Genüge leisten. Solche Werthe sind aber die Coor- 
dinatcn des Durchschnittspunciea der gegebenen Geraden, es ge- 
hen demnach die beiden Geraden, welche den gesnchten Ort bil- 
den, durch den DurchschnitUpunct der gegebenen. 

Ist M = l, eo stehen die gesuchten Geraden noch überdiess 
auf einander senkrecht, denn die Gleichungen (1) und (2) gehen 
dann über in 

?---->' ^ y^-±±^ und 

V\ + a' Vl + a" 

y — ax — b y '^ a X — b' 



1/1 + „■ Vl + n'"' ■ 

Bezeichnen wir der Kürze halber 1/ 1 + a* durch ra und 
|/l -|-(i'* durch o', und ordnen beide Gleichungen, so erhallen wir 

Multiplicirt man die Coefficienten von x, so hat man 
^- _ ^ X „. ^. „ - „,._„. , 
oder für ra und oj' wieder die Werlhe gesetzt und reducirt, be- 
kommt man dieses Product = — 1, 

Diess ist aber bekannthcli die Bedingung des Senkrechtafe- 
hena zweier Geraden im recht winkeligen Coordinatenaystem. 

Aufgabe 17. Es sind die Coordinaten dreier Puncte ge- 
geben, Man soll dieas dadurch bestimmte Dreieck zu einem 
Parallelogramm ergänzen, und die Coordinaten dieses vierten Eck- 
punctes berechnen. 

Lösung, Es seien die Coordinaten der drei Puncte x' y, 
■v' y" und d" y" ; nennen wir die Eckpuncte in derselben Ordnung 
A, B und C, 80 lassen sich vor allen die Gleichungen dieser 
Dreiecksaeiten ohne Möhe aufstellen, indem man nur die Glei- 
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chungen von Geraden aufzustellen tat, welche durch je zwei be- 
stimmte Puncte gehen. Nennen wir demgemaas die Gleichungen 
der AB, äC und B C beziehungsweise 1/ ^ ax -^ b, y^ ax-\'b' 
und p ^a'j^-i-h", so sind wir in der Lage, das Parallelogramm 
folgendermassen zu finden: 

Denken wir uns durch den Punct A eine mit der B C pa- 
rallele Gerade gezogen, so wird sie die Gleichung haben : 

3/ — y' =: a" (a; — x') (1) 

die Gerade durch B parallel mit A C gezogen, ist 

j, _ / = a («-»") (2) 

die Gerade durch C parallel mit AB gezogen, ist 

» - •/'" = o(i-.0 (3) 

Werden nun die Dnrchachoitte je zweier dieser Geraden 
bestimmt, so erhält man drei Durchschnittspuncte, d. h. die vier- 
ten Eckpuncte der drei mögliehen Parallelogramme. 

Da sich die weitere Arbeit bloss auf die Auflösung dieser 
Gleichungen erstreckt, so wollen wir sie der Einfachheit wegen 
nicht weiter ausführen. 

Aufgabe 18. Wenn man in einem gleichseitigen Dreiecke 
einen beliebigen Punct annimmt, und von diesem Puncte auf die 
drei Seiten des Dreieckes Perpendikel fällt , wie gross ist die 
Summe derselben? 

Lösung. Bezeichnen wir unser Dreieck durch ABC, und 
legen wir durch AB die Absciesenaxe, durch den Punct C senk- 
recht auf AB die Ordinatonaxe. Der Punct M, den wir inner- 
halb des Dreieckes annehmen wollen, mag die Coordinaten j . 

haben. 

Um die Abstände des Punctes M von den drei Dreiecks- 
seiten zu erhalten, sind zunächst die Gleichungen der A C und 
der B C aufzustellen. Da der Neigungswinkel der A C mit der 
Abscissenaxe 60* ist, so hat man die Gleichung der A C 

y = tang 60". x -\- h, 
wo h die Höhe des Dreie ckes bezeichnet ; nun ist aber 
fang 60" = 1/3 , daher die Gleichung der ^ C . . . y = V^S . ,r + ä. 
Die Seite B C bildet mit der Abscissenaxe den Winkel von 120°, 
demnach ist die Gleichung derselben y = — ]/3 . x -j- A. 

Nennen wir die Fuespuncte der Perpendikel auf AB, BC 
und A beziehungsweise F, Q und S, so haben wir für die 
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Längen der drei Perpendikel MP ^= ß , 

UM = - "--f"' . 

MQ und MR haben wir negativ zu nehmen, sobald wir MF als 
positiv geltCD lassen. 

Bilden wir nun die Summe der drei Perpendikel, so haben 
wir; 
MP+MQ + MR = ^P-tf + »Ka-*)-(^-.T/8-,) _ 

oder reducirt folgt die Summe dieser drei Abslände = 7(. 

Im gleichseitigen Dreiecke ist demnach immer die Summe 
dieser drei Perpendikel gleich der Höhe des Dreieckes. 

Aufgabe 19. Eine Gerade und zwei Puncte ausser ihr 
seien gegeben; man soll in der Geraden einen Punct dergestalt 
bestimmen, dass die Verbindungslinien desselben mit den gegebe- 
nen Puncten, mit der Geraden gleiche Winkel bilden, 

Lösung, Die zwei Puncte seien A und B. Man wähle 
die gegebene Gerade als Abscissenaxe, und die durch den Punct A 
auf die gegebene Gerade senkrecht gezogene Linie als Ordina- 

tenaxe. Man hat sonach für ä\ ,, und für iJ j ' „. 

Bezeichnen wir den in der Absciasenaxe zu suchenden Punct 
durch C, und die Abscisse desselben durch a, so ist die Glei- 
chung der ^ C . . . y — y = ~ X tang C3, und die Gleichung der 
BC . . . y — y" = taiigoj{.i! — x"), wo a den Nei- 
gungswinkel dieser Verbindungslinien mit der Absciasenaxe be- 
zeichnet. 

Da nun diese beiden Geraden im Puncte C zusammentref- 
fen, so müssen die Coordinaten dieses Punctes, d. i. a-^a und 
y = 0, den Gleichungen der AC und BC gleichzeitig genügen. 
Man erhält so aus beiden Gleichungen beziehungsweise 

tangoj = - und tango = — — ' " ■ 
diese Werthe einander gleich gesetzt, liefern für « den Wertli 

" / + y" ' 

Um diesen Werth a. durch Construction zu finden, setze 
man denselben in tangw =^ - , wodurch man 
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tangi 



_ y -\-y' 



y + 7" = = 



Diese Rplntion ist einem reclif.wiiikpUgpii Dreiecke eiffen- 
ihRmlicb, doseen Katheten iy-Vy") i"i<l ■v eincL Trägt man 
sich auf der negativen Richtung der Ordinatenaxe noch y' auf, 
und verbindet diesen Endputict mit B, so wird der Durchachnitts- 
punct dieser Verbindungslinie mit der Ahaoissenaxe den Punct C 
gfbcn. 

Die Richtigkeit dieses Verfahrens ist nach obiger Bemer- 
kung klar. 

Anmerkung. Dieser Punct C bedingE die El^enscbaO, 
dass AC Ar BC ein Minimiim wird. 

Aufgabe 20. Durch einen gegebenen Punct eine gerade 
Linie so zu ziehen durch zwei andere gegebene Punete hindurch, 
daas die von diesen Puncten auf die gerade Linie gefällten Per- 
pendikel einander gleich werden. 

LÖ6\ing. Die Coordinalen desjenigen Punctea, durch wel- 
chen die Gerade gehen soll, seien «! y , die zwei andern Punete 
X y" und x" y". 

Die Gleichung der Geraden, die durch den Punct xy geht, ist 
y — y' = a (t ~ 3') oder y =: ax 
Der Abstand des Puuctes a;" y" von (1) ist 

und der Abstand des Pnnctes x"'y"' von (1) ist 

Li Berilckaichtigung dessen, dass diese beiden Perpendikel 
gleich sein ml'isaen, und da sie nach entgegengesetzten Seilen ge- 
zogen wurden, anch verschiedene Vorzeichen erhalten, hat man 
die Gleichung 

.V" - ay" - (/ -ax) y- - gr"- - (j/' - ax') 



+ (»'- 


0.«') . 


■ ■ (I 


V: 




-ai'j 



VTa 



oder 

v" 



1/1 + a' Vl + .' 

- (j - <.,r') = - ./" + <•.-,■" + (s' - ■...■■), 



Dieser Ausdruck bestimmt die Richtung, unter der die Ge- 
rade durch den Punct x'y gezogen werden rauss. Man hat dem- 
nach die Ghnchung der verlangten Geraden 



- V 



J^{.r.- 



») 



(1) 
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Um diese Gerade zu construiren, genflgt die Bemerkung, 
daaa sie durch den Halbirungspuuct der Verbiudungslinie der 
Puncte «"y" und x" y" gehen muss. Daas dem so sei, über- 
zeugt man sich leicht dadurch , indem die Coordinaten dieses 
(Äufg. 10.) der Glei- 



Halbirungspuncles - 


■' + ^"' und ^" + ^"' 


chung (1) genügen. 




Man hat 




y" + y" 
3 


-.' = lfcfc# 


\^y -y" - 


/■) = ^fe-^? 



l- {^^' - ^' - ^") ■ k- 

Die Gleichheit dieser Ausdrücke ist ersichtlich. 

Aufgabe 21. In der Ebene eines Winkels ist ein Punot 
gegeben ; man soll durch diesen Punct eine Gerade so ziehen, 
dass von den Schenkeln des Winkels gleiche Stücke abgeschnit- 
ten werden. 

Losung. Nehmen wir einen der Schenkel des gegebenen 
Winkels als Abacissenaxe, den Scheitel des Winkels als Ursprung 
des Coordinatensystems, und senkrecht darauf die Ordinatenaxe, 
80 ist die Gleichung des andern Schenkels offenbar y=^a!c. 

Sind die Coordinaten des gegebenen Punctes x y', so ist die 
Gleichung der Geraden, die durch diesen Punct geht, 
y — y = a{a> — x). 

In dieser Gleichung ist a noch unbestimmt; um dieses zu 
bestimmen, bedenke man, dass durch die gleichen Abschnitte auf 
den Schenkeln ein gleichschenkeligea Dreieck bestimmt wird, in 
welchem ein Winkel an der Basis 90 — ^ ist, sobald wir den ge- 
gebenen Winkel durch a bezeichnen. Es ist demnach 

a' = — tangI90 — Ij = — cotg|. 
Wir erhalten sonach 

y — / = — cotg|(x — a') .... (1) 
als Gleichung der verlangten Linie. 

Die Richtigkeit des erlangten Eesultates wird einfach da- 
durch geprüft, dass man die Durchachuitte der Linie (1) mit den 
zwei Schenkeln des gegebenen Winkels sucht, und die Entfernun- 
gen dieser Puncte vom Scheitel berechnet, und die sich alsdann 
gleich lang ergeben werden, 

Huberl, BdaplSLSsminl. «iiB der onalyl. GeoraettJe. 2 
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Zuuatz. Einfacher stellt sich die Sache, ■wenn die Schen- 
kel des Winkels a als Coordinatenaxen genommen werden ; die 
gesuchte Linie hat dann die Gleichung y -\~ ^' ==^ y -^ ■'»'- Nen- 
nen wir die Sehnittpuncte dieser Linie in den Axen beziehungs- 
weise A und B, Bo folgt für !/ = 0, ÄO^=x=:y' -^ ce', und für 
iC = 0, BO = y = y-\-x\ d. i. AO=:BO, wie ea sein muss. 

Aufgabe 32. Man soll durch einen gegebenen Punct in- 
nerhalb der Schenkel eines Winkels eine gerade Linie so ziehen, 
dass das zwischen den beiden Schenkeln liegende Stück einem 
der Stücke gleich wird , welches durch die gerade Linie von ei- 
nem der beiden Schenkel abgeschnitten wird, 

Lösung. Der gegebene Winkel habe die Grösse a. Man 
benütze einen der beiden Schenkel als Abacissenaxe, den Schei- 
tel des Winkels als Ursprung des Systems, und darauf senkrecht 
die Ordinatenaxe. Die Coordinaten des gegebenen Puncfos seien 
xy'. Wir wollen die Aufgabe derart lösen, dass das zwischen 
beiden Schenkeln Hegende Stück gleich dem durch die fragliche 
Gerade auf der Abscissenaxe abgeschnittenen Stücke gleich werde. 

Die Gleichung der durch x y gehenden Geraden ist 

y ^y' = «'(*-i') (1) 

Die Bestimmung von a, damit der gestellten Forderung 
Genüge geschieht, kann auf zweifache Weise geschehen : zunächst 
dadurch, dass wir das dadurch entstehende gl eich seh enkelige 
Dreieck betrachten, es folgt hieraus a' = tg2»; oder wenn wir 
tang t = a nennen, so haben wir d = -j ;, demnach die ge- 
suchte Gleichung y — y' ^ . _" , {x — x) , wenn man den Werth 
von a in (1) substituirt. 

Man könnte aber auch a auf rein analytische Weise be- 
stimmen, und zu diesem Behufe müaste man sich die Länge des 
Stückes zwischen beiden Schenkeln und des Stückes auf der Ab- 
scisaenajte ausmifteln, diese Werthe einander gleich setzen und 
daraus a berechnen, 

Bezeichnen wir den DurehschnJttspunct der Geraden (1) 
mit der Abscissenaxe durch A, mit dem andern Schenkel durch 
B, und nennen wir den Ursprung 0, so haben wir, in (1) y = 
gesetzt, x=AO= " ^■V '. Die Gleichung des Schenkels BO 
ist y ^ a X. 
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Bringt man diese Gerade mit (I) zum Durchschnitf, so fol- 
gen für die Coordinaten des Puncte8 S { " , ^. 



Da nun AO ■= AB, also auch AO = AB sein mus8, so 
hat man die Gleichung 

Diese Gleichung reducirt, gibt die einfachere 

und hieraus folgt a' = _^~ i jener Werth, den wir bereits frü- 
her auf einfachere Weise gefunden haben. 

Sollte das Stück BO '= AB werden, so folgt aus der Be- 
trachtung des dadurch entstehenden gleichschenkeiigen Drebkes 
y — -5/' = — a (x — x) als die Gleichung der verlangten Geraden. 

Aufgabe 23. Auf dem einen Schenkel eines gegebenen 
Winkels ist ein Punct gegeben. Man soll auf demselben Schen- 
kel einen zweiten Punct dergestalt finden, dasa er vom gegebenen 
Puncto und vom andern Schenkel gleiche Entfernungen hat. 

Lösung. Der gegebene Winkel sei a, das rechtwinkelige 
Coordinaten ejatem werde eben so angeordnet wie früher, und 
nun wollen wir annehmen, dass der gegebene Punct Ä in der 
Abscissenaxe liege vom Ursprung in einem Abstände = m. 
Wir haben nun in derselben Ase die Lage eines zweiten Punctes 
B derart auezumitteln , auf daas, wenn wir den Fusspunct der 
durch B auf den andern Schenkel senkrecht geführten Geraden 
durch C bezeichnen, ^45 = S C werde. 

Bezeichnen wir die Abscisse des Punctes B durch «', die 
Gleichung des andern Schenkels durch y = aai, so ist allgemein 
/1S = ^' — m und .BC^=± —— — , sonach x — m^dz- y— — :, 

hieraus folgt x ^= — '— - " - " — . Man bekommt also zwei solche 

Puncte B, die nach entgegengesetzten Seiten des Punctes Ä lie- 
gen, da die beiden Werthe für x beziehungaweise grosser und 
kleiner als «1 sind. Ueberdiess sind sie beide positiv. 
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Man hat also für AJ 



' die Werthe 
- und m — 



yi + a' + «' 
oo, 60 hat man für AB die Werthe 



Ist a = 90", ah 
oo und g-, wie es sein muBa. 

Zusatz. Um den Werlh des Bruches - -jv ," 
auszumiltein, dividire man Zähler und Nenner durch < 
— , und für a = oo bleibt z — r = jr = 



- für a = oo 
so hat man 



V 



1 + ?-' 

Eben so für a = oo ist ■ 



Aufgabe 24. Man nehme in einem Dreiecke einen belie- 
bigen Punet an, verbinde diesen mit den drei Spitzen desselben 
und verlängere gleichzeitig diese Linien, bis die Dreiecksaeiteii 
geschnitten werden. Was läset sich über die Produote aus je 
drei Segmenten der Seiten des Dreieckes , welche keinen Eud- 
puoct gemeinschaftlich haben, sagen? 

Flg. 3. Lösung. Nennen wir 

die drei Eckpuncte des Drei- 
eckes A, B und C (Fig. 3), 
die diesen Eckpuncten ge- 
genüberliegenden Seiten be- 
ziehungsweise a, b und c. 
Es wird hier am zweck- 
mässigsten sein, das Coordi- 
nateneystem derart zu wäh- 
len, dass in A der Ursprung 
sich befinde, und die Seiten 
A B und A C als Coordina- 
Der willkürlich angenommene Punct 
: a und y = j3. Für die Eckpuncte des 




tenaxen benutzt werden. 
habe die Coordinaten a,- = 
Dreieckes hat man 

Um den Ideengang festzusetzen , wollen wir vor allen die 
Gleichungen der Dreiecksseiten und die Gleichungen der Trans- 
versalen aufstellen, die Durchschnlttspuncte D, £■ und /^ermit- 
teln, dann die Distanzen AF, FB, BD, . . . reebnen. 
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5ie Gleichung der ^-S . , 


y = , , , , 




(1) 


, AC . . . 


07 = ... . 




(2) 


, BC . . , 


y=-5(«_.) . 




(3) 


3ie Gleiehungen der Xranevereale 


n 






CP . . . 


1/ = -^r ■•» + *■ 




(4) 


BE . . . 


S =-^J^-c) 




(5) 


AD . . . 


s = -,■" ■ ■ ■ 




(6) 


Bei Autstellung dieser Gleicl 


tiungen, namenllich (3), 


(*), 


(5) 



und (6), hat man sich nur iin jene Aufgabe zu emnem, durch 
zwei gegebene Puncte eine Gerade zu legen. 

Bringt man (1) mit (4) zum Durchschnitte, ao hat man für 



' = 0. 

Ebenso (2) mit (5) zum Durchschnitt gebracht, liefert für 

Und endlich (3) mit (6) verbunden , gibt ftlr den Punct 
Ferner hat man 

oder reducirt 

oder, da nach einem bekannten Satze 6^ + "^ — 2b c cos A =a' 
ist, hat man für 

sonach Cß = a-BB = a~ ^^^ = ^^. 

ferner 

Ji' = -£i-, daher CE = b — AE= b - -i^ = ^-^^^^~^. 
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Bildet man das Product ÄF. BD . CE, so folgt dasselbe 

fl& aßc bc — ah — ßc __ aßabcßc — ab — ßc) 

" h-ß- ab + ßc- e-a ~ ^b — ß)^<,,b + ß<:){c-c,j' 

das Product J5i^. CD . ^J5 = - 



c{b,y-^ 



'■") 



{b-ß){«.b + ßc)(^.-<.]- 

Es ist demnach ersichtlich, dass diese Producte gleich sind, 
also allgemein die Relation Statt findet: 

AF . BD . CE = BF . CD . AE, 
d. h. die Producte je dreier nicht unmittelbar an einander stos- 
senden Segmente sind einander gleich. 

Der umgekehrte Satz , dasa wenn die obige Kelation Statt 
findet, die Verbindungslinien aus den Theilungspuncten und den 
gegenüberstehenden Eckpuncten sich in einem Puncte schneiden, 
lässt sieh am leichtesten apagogiscb beweisen, 

Zusatz. Da wir die Strecken AF, BF, . . . bereits auf- 
gestellt haben, so lässt sich bezüglich der Sinusse der Winkel 
a, a',h, , . . die Relation 

ein a . sin & , sin e ^ sin a . sin h' . sin c 
sehr leicht nachweisen. 

Aus dem /\ ABD folgt BD : c ^ %ma: ein{«-|-ß), oder 
für BD den bereits früher gefundenen Werth substituirt, hat man 



Eben so aus dem /\ A CD . , . s 
Auf ganz ähnliche Weise er| 



bt sich 
— sin {b -\ 



«6 + ^. 



sin (a -|- C). 



- a[c-o.) 



r-8in(c'-f ^). 



sin a , sin & . sin c - 



und sin d . sin h' 



(a + JJ)8ii,(H-C)Bin(o + ^) 



' a(a6 + j5c)(=-«)(6-^) 



ain (0'+ C) Bin (S'+ J) sin (c'+ B). 
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23 



Nun ist 

ain {a-\-B) = siü 7 ADB = smy AVC= sin («'+ C), 
eben so sin (b + C) = sm ß' + A) 
und ein (0 +^) =" ß'Q (c' -|--S), 
demnach in der That sin a . ein 6 . sin c = sin a . sin b' . sin c. 

Dieser Satz in Worten ausgedrückt, heisat : Wenn sicii drei 
von den Ecken eines Dreieckes gezogene Linien in einem Puncte 
schneiden, eo ist das Product aus den Sinussen von solchen drei 
an den Ecken des Dreieckes gebildeten Winkeln, welche keinen 
Schenkel mit einander gemein haben , gleich dem Product aus 
den Sinussen der drei andern Winkel, welche eine gleiche Ei- 
genschaft besitzen. 

Aufgabe 25. Wenn die drei Seiten eines Dreieckes so 
getheilt werden, dass die Summen der Quadrate der nicht an ein- 
ander stoseenden Segmente gleich sind, so läset sich zeigen, dass 
die Perpendikel, die man in diesen Puneten auf die drei Seiten 
errichtet, sich in demselben Puncte schneiden. 

Lösung. Die Eckpuncte 
^'^- *■ des Dreieckes (Fig. 4) seien 

A, Ji und C, und die drei Sei- 
ten a, b und c. Die Anord- 
nung des rechtwinkeligen Coor- 
dinaten Systems ist aus der bei- 
stehenden Figur ersichtlich. 

Um überhaupt einzusehen, 
dass die Gleichung 

= 'bf^ ce^ ad' 

möglich ist, nehmen wir die 
Puncte D und jB' willkürlich 
an, und sie seien weiter be- 
stimmt durch die Abstände AD = l und BE=:l'i suchen wir 
nun die Lage des Puuctes I', und bezeichnen zu diesem Behufe 




AF durch i 



so muss nach Obigem folgende Gleichung Statt 



hieraus folgt x = — ■ ^ . 

Aus dem gegebenen /\ AB C folgt aber 
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a^ -|- c^ — b^ := 2ac cosB, sonach 

„ . bl — al- 
X = acos B -{- — ■. 

Daraus geht also deutlich hervor, daas immer ein reeller Werlh 
von ic möglich ißt, die Tlieilung der Dreiecks Seiten im angegebe- 
nen Sinne demnach immer ausfQhrbar ist. 

Um nun zu zeigen, dasa eich die drei Perpendikel OD, OE 
und 0/*^ io einem gemeinschaftlichen Puncte schneiden müssen, 
genügt es zu zeigen, dass die Abscisse des Durchschnittapunctes 
der beiden Perpendikel DO und OE dem Werthe te' gleich sei. 

Zu diesem Behnfe stellen wir uns die Gleichungen der A C, 
SC, DO und EO auf, und berechnen die Abscisse des Durch- 
achnilfspunctes der beiden Perpendikel DO und EO. 

Die Gleichung der ^ C ist y = fang A . «, 
„ „ „ D C „ y ^ — tang B . a -\- c tang B, 

„ 1 , f r^ (X = l 003 A, 

a erner hat man für i^ J , ■ a 

(y = läin A, 

und für den Punct El ,> ■ -r, ' 

iy = l smB. 

Ferner ergibt sich die Gleichung der 
DO . . . 1/ ~ l aiaA = — cotg A{x — l cos A), 
und für 
EO . . . y—l'B\nB= cotg B {o! — c + r cos B. 
Um den Wcrth der Abscisse für den Durch schnitt spunct 
dieser beiden Geraden zu erhalten, subtrahire man die beiden 
Gleichungen, und es folgt 
r ainB — IslnA = — (cotg A + cotg B) x + 

+ IcQäA . cotg A + c . cotg B ~ l' cosB . cotg. S . . . (1) 
Nun ist b &m A = a sin D 

und b gobA = c — a C03 B. 
Diese beiden Gleichungen durch einander dividirt, geben 
cotg Ä = ^ - .° --- ^ - — cotg 5, 

sonach cotg A + cotg B = ■ — ^—^ (2) 

ferner ist 
l cos A . cofg A — l' ooaB . colg B = l. ^^ — V. ^^~ = 
~ '0 — sin^') __ ;'(! — sinß') _ 
sin A siü ß ~ 

= il- ^^'"^ -;Ä + ^'sia-B ... (3) 
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Diese Entwicbelungen aus (2) und (3) in (1) aubstituirf, geben 
t &mB — l sinÄ = 



Gehörig abgekürzt, folgt 



^ + t,mB + c.\ 



■■ a COS B -J- ■ 



welcher Werth dem bereila schon vorhin gefundenen Werthe ic 
gleich ist, wie ea auch sein soll. 

Aufgabe 26, Es ist der geometrische Ort des Durchaehnit- 
tes derjenigen drei Geraden eines Dreieckes zu bestimmen, welche 



die Halbirui 
Spitzen verbinden. 




mit den gegenüberliegenden 

Lösung. Es sei das Dreieck 
ABO (Fig. 5) gegeben, dessen 
Seiten durch ra, h und e bezeich- 
net werden mögen. 

Benützen wir für das zu wäh- 
lende Coordinatensystem eine der 
drei Seiten dns Dreieckes, etwa 
AB ala Abscissenaxe im Puncte 
A , senkrecht darauf die Ordina- 
tenase. 

Man hat für die Eokpancte 
des Dreieckes die Coordinaten 



fiir die drei Halbirungspuncte J) , E und F die Coordinaten 



E{ 



F 



= 0. 



Anmerkung, Die Richtigkeit dieser Werthe, namentlich 
für die Puncte D und E, ergibt sich folgendermassen: die Ab- 
acisse dea Punctes D ist 

>: = ÄP = AF + PP- =. AP + ?f = ;,■ + '^ = •±1. 
Da die Proportion besteht 

BD : BC = BP' ; CP = 1 : 2, 
so folgt i>P'=|, d. i, die Ordinate dea Punctes B. 
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Bezüglich des Punctes E hat maa die Proportion 
AQ : AP = AE : AC = \ : 2, 
woraus folgt ^ Q = -^ — |, die Abscisse dea Punctes E. Auf 
analoge AVeise folgt EQ = \CP= |- , die Ordinate dea Punctes E. 
Für die Gerade AD folgt die Gleichung y = 737^ ■ •«■ 

. . . CF „ ^ „ y = ^^{.-^. 

Läast man nun die Gleichungen der AD und BE gleich- 
zeitig hestehen, so folgt für ihren Durch sehnittepunct 



!'+■ 



is = ir- 

Für den Durchschnitt der AD mit CF folgen genau die- 
aelbeu WerlLe der Coordinaten, woraus folgt, dasa sich die drei 
Linien AD, BE und CF in demselben Puncte achneiden. 

Zusatz. Um durch ganz einfache Conatruction die Lage 
dieses gemeinschaftlichen Punctes, der nach statischen Gesetzen 
der Schwerpunct des Dreieckes genannt wird, auszumitteln , so 
bemerke man, dass da die Ordinate des Punctes 0, | iat, auch 
0F:= \ CF sein müaae; eben so ist 

OD = \AD und OE = \BE. 
Die Lage dieaea Punctea ist demnach sehr einfach besfimmt. 

Aufgabe 2i. Man errichte in den Halbirungspuncten der 



rig. 6. 



Seiten eines Dreieckes auf 
diese Seitenlinien Perpendi- 
kel, und bestimme den geo- 
metrischen Ort der Durch- 
sohnittspuncte derselben. 

Lösung. Nehmen wir, 
wie in Aufgabe 26 , ein 
Dreieck ^BC(Fig. 6), das 
Coordinatensyatem ganz in 
derselben Weiae, so hat man, 
wie dort, für die einzelnen 
Puncte die Coordinaten 
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\,j =0, 





Man hat sonach für die Dre 


ecksseiten t 


c GIc 


chuogen 






für AB . 


■ y 


= 0, 










„ AC . 


• y 


= J.«, 










„ BC . 


■ y 


= ^'(»= 


-»)! 






tili l 


as Perpendikel OF 


. . x 


= 5' 








» 


OE 
OD 


■ ■ y 

■ ■ y 


— L = — 




-?)■ 
-^)- 






Sucht man den Durc 


hsclinitt 


der beiden 


Geraden D und 


EO 


so folgt 


und y 


2;<' 









wo i' = «'^ 4" y'" i^*- 

Da die Abacisse des Durchsclmittee der beiden Geraden 
1)0 und EO, ^ ist, so liegt sonauh der Durchachnittspunct in 
der Geraden OF, d. h, die drei Perpendikel schneiden sich in 
demaclben Punct. Diess ist sonach der geometriaohe Ort der 
Durohachnittspuncte der drei Perpendikel. 

Zusatz, Dieser Punct ist bekanuflich der Mittelpunct 
des dem Dreiecke umschriebenen Kreises, Sind die Coordinaten 
des Punctea 0, m und y, so ist offenbar »■ = l/ar" -\-y^ der Ra- 
dius dieses Kreises, Setzt man für ni '=-^ und für y = — r-? — , 
so folgt für 9" = ^-5 ■ 

Aufgabe 28. Aus den drei Winkelspitzen eines Dreieckes 
werden auf die gegenüberstehenden Seiten Perpendikel gefällt ; 
man bestimme den geometrischen Ort der Durchschnittepuncte 
derselben. 
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Lösung. Für die Puncte Ä , 
B und C {Fig. 7) hat man, wie 
in den vorigen zwei Aufgaben, 
die Coordinaten 

%^o, ^ly=o, ^U=y. 

Man hat demnach die Glei- 
chung der 

AC. . .y = <.x, 
und für 
BC . . . y=-^(:c-c). 
Die Gleichungen der drei Perpendikel aind 

er . . . X = x, 

BE . . . y = -^(^-c), 

AD . . . u==^^.a!. 
-»' * y 

Für den Durehschnitlspunct der Geraden AD und Of hat man 




\y '- 



^'(c—^-) 



Ganz dasselbe folgt für den Durchachnittspunct der Geraden 
BE und CF; diese drei Perpendiliel schneiden sich demnach in 
einem gemeinschaftlichen Punct. 

Zusatz. Werden diese drei Puncte, von denen in den vor- 
hergehenden Aufgaben 26, 27 und 28 die Rede war, in demsel- 
ben Dreiecke construirt, so liegen diese drei Puncte, wie man 
sich aehr leicht überzeugen kann, in derselben geraden Linie. 

Die drei Puncte waren : 



t'+c 



2y 



\y- 



«'(.. 



Ll> 



Nach Aufgabe 11 findet man der dort angegebenen Bedin- 
gungsgleichimg durch die Coordinaten der drei Puncte L, IL, III. 
entsprochen, und sonach liegen sie in einer einzigen Geraden. 

Aufgabe 29. In einem gegebenen Dreiecke werden die 
drei Winkel durch gerade Linien halbirt ; man suche den Durch- 
schnittspunct dieser drei Geraden. 
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fio wie für die Linien AD, B'i 
chuDgen 

für AD . . . y = w . • 



Lösung. Wenden wir, 
wie die beistehende Figur 8 
zeigt , ein echiefwinkeliges 
Coordinatensystem an ; AD, 
B E und CF seien die Hai- 
.gslinien der drei Winkel 
^ , S und C. 

Man hat ferner für die 
Puncte A, B und C die Coor- 
dinaten 

und CF hat man die Glei- 



(1) 



»(-+!) 



Suchen wir den Durchschnitt der Geraden (1) und (2) , 
hat man für die gemeinschaftliche Abacisse die Gleichung 
.i^[sin| + sin(^ + |)] = c8in|, 



eben so für den Durchschnitt von (1) mit (3), wenn ' 
Bcisse mit a' bezeichnen, 

i. ■ ^ 



sin 2 + sin \A -\- -^ j 
Dividiren wir diese beiden Gleichungen durcheinander, . 
haben wir 

^, c . sin 2 I ain -^ + sin \A -\- -^ j 



Ol . 



»(^ + 1) 
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30 _ 

Da nun bekanntlieh hainC=es\nB ist, o^er 
- , . c „ ■ B B 
2 ö . sin -g- cos 2 ^ 2 c . am Y ^^^ 2 > 

so folgt hieraus 

c . 8m 5- cos ö" 

T ; c ~ 5' 
. sin ^ cos -ä 

Dieses einfachere Verhältniss der Cosinusse in (4) gesetzt, 

ao wie sin lA -\- ^| und sin tA -\- — | entwickelt, gibt 

C08 2 I Sin ö + sm A . coa ^ -|- cos j4 . sin -^ I 

7 ~ Fi . R , : ' ß~ ^ : Fi ■ 

coa -ij- 1 sin -o + am ^ . cos -^ + coa ^ . sin -5 I 

Nimmt man im Zähler sin ^ und Im Nenner sin -^ aus dem 

ersten und dritten Glied zum Factor, schreibt statt 1 + cos y!i 

2 cos -g , setzt für sin J. , 2 ain ^ ■ cos y, und kürzt Zühler und 

Nenner dieses Bruches durch 2 cos 5- ab, so hat man 

^ cos -^1 sin ~ . cos-^ + sm g- . coa ^1 cos-^-- ein (— 3— j 

7 ~ B\ . B 'Ä~, ; A si ~ B ryi+ß\' 

cos ^ I sin -^ . cos 2- + sin -3 ■ cos g- 1 cos g- . sm ) — 2" l 

Da nun ^ + -B+ C= 180, 

, A + B f.-, C 

also — 5 — =00 — -5 

und — ^^ = 90 ~ 2 ist, 

, , , . iA-}-B\ 

80 lolgt sm I- — T — I ^= coa "5 

und am(-^) = cosy, 

sonach hat man 

C B 

cos „■ cos g- 

COsf C08-^; 

Eben ao nach (1) y=y', <i- h. die drei Haibiruogslinien der drei 
Winke! des gegebenen Dreieckes schneiden sich in einem gemein- 
schaftlichen Puncte. 

Die Coordinaten dieses gemeinschaftlichen Durchsehnitts- 
punctes sind 
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K^ + f) 



2 0O8 ^ . cos 2" 

Zusatz. Bekanntlich ist dieser Puiict der Mittelpnnct 
dea dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises. 

Aufgabe 30. In einer Ebene ist ein Punct und eine 
Gerade gegeben. Durch diesen Punct werden beliebig viele Strah- 
len gezogen, welche die gegebene Gerade in den Puncien N, 
N', . . . schneiden; auf jedem Strahl wird vom Durchschnitts- 
puncte aus ein Stück NM, N'M', . . . aufgetragen, so dass die 
Verhältnisse ONiNM, ON' : N'M' u. S. f. dem constanten 
Verhältniase n : 1 gleich kommen. Man soll den geometrischen 
Ort dieser Puncte M, M', : . . bestimmen. 

Lösung. Nimmt man den gegebenen Punct als Ursprting 
eines rechtwinkeligen Coordinatensystemes, und senkrecht auf die 
gegebene Gerade die Abscissena^se, so ist die Gleichung der ge- 
gebenen Geraden etwa x=^a, d.h. die Ab a eise en aller Puncte N 
sind constant = a. Nennen wir die zu iV" gehörige Ordinate i/' 
und die Coordinaten eines Punctes M, x und i/ , so haben wir 
die Gleichung eines solchen Strahles y = Ax, oder da er durch 
den Punct a und y' geht, 

s = i-'^ <" 

die Entfernung 

ON = V^Tr = «l/i + !^ 

und NM = V(3:—a)^^(y~yf. 
Aus (1) folgt aber 



y — y = 


J.(l-a), 


demnach NM ^ {w — i 


■)l/' + f' 


nach der Grundbedingung 




ON : NM 


= n : 1, 


„|/,+>^,,._„) 


l/i+S = 


d.i. a: (!-«: 


) = n: \, 


hieraus folgt x = a 


«+ 1 



y Google 



welches die Gleichung des geometrischen Ortes der Puncte M, 
M', . . . iat. Alle diese Puncte liegen demnach in einer Gera- 
den, welche zur gegebenen Geraden parallel ist. 

Zusatz. Werden die Puncte M, M', , . . nach der entge- 
gengesetzten Richtung anfgefragen , so hat man bloss JÜA'' nega- 
tiv zu nehmen, und erhalt dann 

als die Gleichung des geometrischen Ortes. 

Aurgabe 31. Man soll die homogene Gleichung der Ge- 
raden aufalellen. 

Lösung. Es sei die Gleichung der Geraden allgemein 
üüs + &y + ü = 0, 

Dividirt man diese Gleichung durch — c, und bezeichnet 
— - durch -, und ^— mit ji , so hat man die verlangte homogene 
Gleichung | + | = 1. 

Anmerkung. Wir werden uns im weiteren Verlaufe un- 
serer Uebungen oft mit dem besten Erfolge dieser homogenen 
Form bedienen. 

Aufgabe 32. Zwei gerade Linien seien durch ihre homo- 
genen Gleichungen gegeben ; man soll die Gleichung derjenigen 
Geraden finden, welche durch den Scheitel der Coordinaten und 
den DurchechnittBpunct der gegebenen Linien geht. 

Lösung. Die Gleichungen der gegebenen Geraden seien 

; + 1 = 1 (I) 

J + J = > m 

Man findet für den Durchaohnittspunct der Geraden (1) 
und (2) die Coordinaten 

a a {}>■ -b) , bh'{a~ a) 

X = —r, i-r- und y = —p rr-. 

ab — ab ^ ab — 06 

Es ist demnach die Gleichung derjenigen Geraden, welche durch 
den Ursprung und den so' eben gefundenen Punct geht: 

n .„■(j-i)--'- 

Diese Gleichung läsat eich auf nachfolgende Art schreiben : 
oa'(J'— S)y = tV(a-a)x, 
bb'{a — a)3: + aa{h — l')y = 0. 
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Dividirt man diese Gleichung durch adhb', eo erhält man: 

&-!)» + (1.-1)^ = '' ■ ■ ■ ■ m 

Diese Gleichung wäre aber offenbar entstanden durch Subtraction 
der beiden Gleichungen (I) und (2). 

Sind also zwei Gerade durch ihre homogenen Gleichungen 
gegeben, so stellt die Differenz dieser Gleichungen eine Gerade 
vor, welche durch den Ursprung und den gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct der gegebenen Geraden geht. 

Zusatz. Sind die Linien (1) und (2) parallel, so sind die 
Coordinaten für ihren Durchschnittspunct unendlich, d. h. es muss 
al) — a 1 = sein , oder — ^ -7 , 

Hieraus folgt etwa a^a'.-,; und wird dieser Werth in (3) 
gesetzt, so folgt die Gleichung derjenigen Geraden, welche durch 
den Ursprung geht und mit (1) und (2) parallel ist: 

I + 1 = »• 

Anmerkung. Dass die aus Aufgabe 31 und 32 gezoge- 
nen Eesultate fär jedes Axensystem gelten, ist für sich klar. 

Aufgabe 33. Es seien wieder die Gleichungen zweier Ge- 
raden durch die homogene Form gegeben. Diese beiden Gera- 
pjg^ 9_ den werden die Coordinaten- 

axen (Fig. 9) in vier Puncten 
schneiden, durch welche dem- 
nach ein Viereck bestimmt 
ist Es soll nun die Glei- 
chung derjenigen Geraden er- 
mittelt werden, welche durch 
den Durchschnittspunct der 
beiden gegebenen Geraden 
und den Durchschnittspunct 
der Diagonalen des Viereckes 
hindurchgeht. 




Lösung. Die Gleichungen der gegebenen Geraden t 






(I) 

(2) 
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Für den Punct A hat man nach Aufgabe 32 

ab' — ab'' 
„ = ">--''. 

Um die Coordinaten des Punctee F kennen zu lernen, hat 
man eich vorerst die Gleichungen der Diagonalen CD und BE 
aufzustellen, und diese dann zum Durchschnitte zu bringen. 

Die Coordinaten der Viereckapuncte sind: 

ß|"°' cr="'' i)r=»' £r=J, 

gonach (lie Gleichung der BE . . y = (x — a) od. - + ^ = 1, 

und „ , „ CO .. y — y(ai — o') od. J + |=l. 

Für den Punct F ergeben sich demnach die Coordinaten 

f _ ..■(>'-» 

demnach die G-leichung der Geraden , die durch die Puncte A 
und F geht: 

6i'(°-°') _ b b-(a'-a:) 

bb'(a — a) ab —ab ab' — ab / _ aa jb' — b)\ 

^ ab' — ab ~ aa(b'—b) a »(6' — 6) \^ ab' — a' b )' 

ab' — ab ab'— ab 

Diese Gleichung gehörig reducirt , liefert die einfache Re- 
lation : 

_ _ " + °' ii' 1 26i' 

y "^ aa ' b + b" "' ~^ b + b" 

Befreit man diese Gleichung von Brüchen und äividirt durch 
aa bb', BO nimmt sie die Gestalt an: 

Dieses Ergebniss hätte aber ganz leicht durch Addition der bei- 
den Gleichungen (1) und (2) sich ergeben. 

iVIan kann demnach dieses Ergebniss in Worten so aus- 
drücken : die Summe der Gleichungen zweier Geraden bezeichnet 
immer eine Gerade, welche durch den Durchschnittspunct der 
beiden ersteren und durch den gern ei nachaft liehen Punct der Dia- 
1 des von ihnen mit den beiden Axen gebildeten Viereckes 
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Aufgabe 34. Ea sind zwei Paare von geraden Linien durch 
ihre Gleichungen gegeben ; mau soll die Gleichung derjenigen 
Geraden finden, welche durch die Durchschnittspunete ; dieser 
Paare bestimmt wird. 

Lösung. Das eine Paar der Geraden sei durch die Glei- 
chungen gegeben: 

ay + hx + € = (1) 

a-y + b'x + c' = (2) 

das zweite Paar durch die Gleichungen 

m,j + n:c + p = (3) 

m'y -\- n'x + p' ^ (4) 

Um die Gleichung de:ijenigen Geraden zu finden , welche 
durch den Durchschnittapunct der beiden erstereu und den der 
beiden letzteren gebt, auche man die Coordinafen der Durch- 
Bchnittapuncte der (1) und (2), dann der (3) und (4), so läset sich 
dann mit Leichtigkeit die Gleichung der verlangten Geraden 
aufstellen. 

Um das Mühevolle dieser Lösung umgehen und gleichzeitig 
eine elegantere Entwickelung geben zu können, schlagen wir fol- 
I Weg ein : 

Multipliciren wir die Gleichungen (2) und (4) mit noch un- 
bestimmten Pactoren A und (t, und addiren diese Produote be- 
ziehungsweise zu (1) und (3), so hat man 

«^ + Z.:c + c -f l{ay ^hy-\-c) = . . . (5) 
my + na: + p -f- (i {my -]- n a; -\- p) = . . . (6) 

Diese beiden Gleichungen bezeichnen gerade Linien, und 
zwar geht (5) durch den Durchschnittapunct der (1) mit (2), 
ebenso die (6) durch den Durehechnittspunet der (3) mit (4) , denn 
diejenigen Werthe von a; und (/ , welche den Gleicbungen (1) und 
2) gleichzeitig genügen, befriedigen auch die Gleichung (5) ; das- 
selbe gilt von der Gleichung (6), welche durch dieselben Werthe 
von X und 7/ verificirt wird . die die Gleichungen (3) und (4) 
gleichzeitig befriedigen. 

Sollen diese beiden geraden Linien nun in eine einzige zu- 
sammenfallen, so müssen ihre Gleichungen identisch sein, d. b. 

.6 + 5'^ , c + c'i. .n + n'fi ,p + p> 

» + ir+7x-' + iTTl = y + iT+vj ■ ''■ + VT177' 

und da diese Gleichung für alle Werthe von x bestehen soll, so 
folgt daraus weiter 
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<■ + ■•! . + »> 

und i±ii = £±ÄJ ■ ■ • • 

Diese zwei Gleichungen genügen , um A und (t bestimmen 
zu können. Löst man die Gleichungen des Systems I, wirklich 
auf, 80 überzeugt man sich leicht, dass die Bestimmung immer 
möglich ist. Setzt man den Werth von K in (5) oder (t in (6), 
BO ergibt sich die verlangte Gleichung derjenigen Geraden, welche 
durch die respectiven Durchschnitte der gegebenen Geraden geht. 

Zusatz 1. Lässt man (3) als die Gleichung der Absciesen-, 
und (4) als die Gleichung der Ordinatenaxe gelten , so hat man 
statt (3) 7 = 0, und statt (4) x ==0, aiao mi=l, n = 0, p = 0, 
m=<i, n=l, p'^0. 

Dasa durch diese Annahme die Aufgabe 34 auf jene 32 
föhrt, ist leicht einzusehen. Wir wollen beobachten, ob wir hier 
auch zum nämlichen Resulfate gelangen. 

Nach obiger Annahme gehen die Gleichungen I. über in 
die ganz einfachen 

, ■ = [t und c + c A = , 
also folgt A = — ^ und p, = ^^,~^;^ . 

Setzt man den Werth A in (5), so erhält man 

(a^ -\- bx ■{- c) ; (a'y + b'w + e') = 

oder (ao — o'c)^ + (be — ie)« = 0, 

oder auch 1- — 7) ^ 4 (^ — ^| « = . • . (7) 

Bringen wir ferner (1) und (2) auf eine homogene Form, 
und setzen zu diesem Behufe 



ao gehen die Gleichungen der Geraden (1) und (2) über in 

i + 'f'- 

und (T) geht über in 

daa ist aber nichts anderes als die Differenz dieser Gleichungen, 
welches Eesultat sonach mit den in Aufgabe 32 gefundenen voll- 
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kommen ttbereinatimmt. Es bezeichnet nämlich auch in diesem 
Falle die Gleichung (8) eine Gerade, welche durch den Durch- 
schüittspunct der beiden Geraden (1) und (2) geht , und gleich- 
zeitig durch den Ureprung. 

Zusatz 2. Wir können nach den Bemerkungen, welche in 
Aufgabe 34 gemacht wurden, auch auf viel einfachere Weise die 
Aufgabe 33 lösen. 

Die gegebenen Gleichungen zweier Geraden waren 

'- + 1 = 1 ... (1) ™<i J + | = l . ■ ■ (2). 
die Gleichungen der Diagonalen des entstehenden Viereckes 
: + f, = l ... (3) und '-, + 1=1 ■ ■ . (4). 
Um nun die Gleichung der Geraden zu finden, welche durch 
die Durchs chnittspuncte der (1) und (2) und (3) und (4) geht, 
verfahren wir auf folgende Art : 

Wir multipliciren (2) mit A und (4) mit y., und addiren diese 
Producte beziehungsweise zu (1) und (3), so ergibt sich 

l + 'f-i + a(=, + |-i) = 0' ... I. 
; + f -1 +(.(j+f-l)-=0 . . . II. 
Diese beiden Gleichungen sollen in eine einzige übergehen, 
und führen demnach auf die Bedingungsgleichungen 

b' -{-bl ~ 6 + i> 

b' -\- bl i+ 6> ■ 

Aus III, entsteht auch 
a(h — b') + h{a—d)X — b'ia—d)n — a(h—h')lii=a. . . V. 
und aus IV. 

{b—b') — (b~b')l(i = oder Xfi^l; 
setzt man diesen Werth in V., so folgt 

bX — b' (t ^ b — b', 
und diese Gleichung führt, mit A jt = 1 verbunden und daraua A 
eliminirt, auf die Gleichung 

b'tt^ -^ (b — b')fi = b; 
hieraus ergibt sieh ft = 1 , also kommt auch A = 1. Dieser Werth 
von A = I etwa in I. gesetzt, liefert nach gehöriger Eeduetion 

(^ + ^^ + {^ + Dy = -. 

d. 1. die Summe der Gleichungen (1) und (2), was mit dem in 
Aufgabe 33 gewonnenen Resultate übereinstimmt. 
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Aufgabe 35. Auf einer Dreieckeseite {Fig. 10) AC ist ein 

Eg. 10, Punct iS gegeben. Von 

diesem werden beliebige 
Strahlen, wie ST, gezo- 
gen. Ein solcher Strahl 
schneidet die 5 C in D, 
Denkt man sieh C mit T 
und A mit D verbunden, 
so schneiden sich diese 
beiden Geraden imPnncte 
Mi man soll den geome- 
trischen Ort der so er- 
haltenen Durchschnitts- 
puncte bestimmen. 
Lösung, Bezeichnen wir AB mit a, setzen AC=''b, 
AT^a, AS^b'. Da wir das Dreieck so wie die Lage des 
Pnnctes als gegeben voraussetzen, so sind a, b und h' bestimmte 
Grossen, und nur a veränderlich. 

Man hat demnach für die Gleichung der 

BC . . .^+1=1 . . . . (!) 




ST 



-, = 1 



(2) 
(3) 



(4) 



CT . . . J + 1 = 1 . . 
Durch Subtraction von (1) und (2) folgt 

(:-?)' + 0-^)^ = 0- ■ 

welches nach Aufgabe 32 die Gleichung der AM sein muss. 
Addirt man (3) und (4) , so ergibt sich 

; + 6-f)j' = \ ■ • • ■ ■ (5) 

Dass diess die Gleichung der BM sei, ist leicht einzusehen, 
denn für y = muss x = a sein , und daas sie auch durch den 
Punct M geht, hat seinen Grund darin, dass überhaupt die 
Summe der Gleichungen zweier Geraden wieder eine Gerade 
vorstellt (Aufg. 33), welche durch den Durchschnitt der beiden 
erster en geht. 

Da diese Gleichung gleichzeitig unabhängig ist von der 
Grösse d, so repräsentirt die Gleichung (5) den geometrischen 
Ort aller Punote, welche nach dem angegebenen Constructions- 
Ver fahren erhalten werden. 
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Auf|B;abe 36. Auf einem gegebenen Dreiecke ABC bewegt 
sich eine Gerade mn so, dasa sie fortwährend einer Seite, etwa 
BC, parallel bleibt. Von den Endpuncten dieser Seite sind nacb 
den auf AC und AB fortrückenden Durchschnitt apuneten D und 
E gerade Linien gezogen ; man soll den geometrischen Ort die- 
ses Durcbschnittspunctes M suchen. 



Fig. 11. 




Lösung. Nehmen wir, wie 
in Fig. 11 ersichtlich ist, jlO,und 
AB als Ordinatenaxen , setzen 
AC=a, AB = b, bezeichnen 
die veränderliche Strecke AE 
durch x und AD durch y, so 
hat mau vor allen die Gleichung 
der BC 

; + ! = !. 

für 2?^ ... I + ^, = I. 
soll mit BC, 

T C-D . . . - -1- ^, = 1, 



) rauss - = «; I 



Da aber DE \\ sein 
ferner die Gleichung i 

, BE...i + l =1. 

Eliminirt man aus diesen zwei letzten Gleichungen mit Hilfe 
der BedinguDgsgleiehung - = ^ die Werthe a: und t/', so erhält 
man die gewünschte Relation in jc und ^. Die beiden Gleichun- 
gen von einander abgezogen, geben 

statt y . . . - . x gesetzt, 

oder ^(i-=J!) +|(i_Ji) = o, 

abgekürzt - — | =; oder y ^ - . x 

als die Gleichung des gesuchten Ortes. 

Diese Gerade geht durch den Ursprung und den Halbirungs- 
punct der B C, denn für ^ = | und ^ = ^ wird die Gleichung 
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BO = x, C0 = & 



der BB' 

„ CG 



Aufgabe 33. Zwei gerade 
Linien Om und Oy (Fig. 12) 
sind der Lage nach gegeben, so 
wie ein Punct Ä. Durch diesen 
Punct werden zwei beliebige Ge- 
rade ^.B'und CG gezogen; die 
Durchschnitte B, C, C und £' 
werden durch gerade Linien ver- 
bunden, und es soll der geome- 
trische Ort des Durchschnittes 
dieser Geraden SC und BC' 
gesucht werden. 

Lösung. Wir benutzen 
-jz. ^ Oy als Coordinatenaystem. 
Der Punct A habe die Coordi- 
naten w^a, y =' ß. Ferner sei 
B'0 = y', GO = y". 
i ist die Gleichung 

,- + ^ = 1. 



„ BG . . . |- + ^, = 1, 
„ B'C . . . % -\-^ =\. 

um aber auBzudrüoken, daee die BB" und CG durch den 

Punct A gehen, müssen offenbar noch die Bedingungsgleichungen 
Statt finden: 

^ + ^ = 1 und ^+K=l. 
Die Differenz dieser letzten Gleichungen gibt 

eben so die Differenz zwischen BG und B'G 

(^-^).-(:-^)^=»- 

Aus diesen beiden Ergebnissen l-s- rj eliminirt, wodurch 

gleichzeitig auch — ^ -r wegfällt, ergibt sich 

- -|- I = oder y = — ^.x 
als die Gleichung des gesuchten Ortes. 
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Fig. 13. Aufgabe 38. Der 

Winkel xoy (Fig. 13) 
ist gegeben. Von einem 
Puncte A ausserhalb dea- 
selben werden zwei be- 
liebige Gerade AB und 
A C gezogen. Es entsteht 
hiedufch das Vierect 
B CDE, dessen Diago- 
nalen BE und CD sich 
im Puncte R schneiden. 
Zieht man vom Puncte A 
zwei beliebige andere Gerade AH MaA Aj, und sucht wieder 
den Durchschnitt der so entstehenden Diagonalen des Viereckes 
FGHJ, 8o läsat sich zeigen, dass der Punot 5 in der Geraden 
OR liegen muas. 

Lösung. Um diesa einzusehen, benützen wir wieder die 
homogenen Gleichungen der Geraden. 

Es sei die Gleichung der AB . . . ^ -|- '^ = l, 

. " „ £C . . . J + J = l. 

80 sind die Gleichungen der Diagonalen BE und CD bezie- 
hungsweise 

I + f. = 1 und ^ + f = I. 
Bringt man nun BE und CD zum Durchschnitt, so erge- 
ben eich für den Punct R die Coordinaten 
i(b-b-) 



für die Coordinaten t 



\ Punct es A findet man 
. ( ab' — d b 

Die Geraden ^fl^ und AJ werden wieder der Form nach 
die Gleichungen besitzen 

1 + I- = 1 . . . M und f- + I- = 1 . . if,) 

Nun müssen wir aber ausdrücken, dass beide Gerade durch 
den Punct A gehen. 
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Um dieaa zu bewerbstelligeo, stellen wir uns vor, die Glei- 
chung einer Geraden, die durch A geht, ist 

oder y = A x + (y' — Aaf), 
und oben aus (k) folgt 

^j I I. 

y = — -.X -\- b^. 

Sollen diese beiden Gleichungen identisch sein, so muss 

A = ' und bz = y — Ax 

sein, oder in letzterer Eelation für A den Werth eubstituirt, 

Zig := y' -|- — . 3r' oder a^ h^ = a^y -\- b^ ai, 

oder ^3 = -—j— !, 

eben so muss öa = -"" ^ -, sein, 
«3 — r 

Aus diesen beiden Relationen geht hervor, dasa a^ und a^ 
noch immer wiflliürlich bleiben, dasa es aiao unendlich viele Ge- 
rade gibt, welche durch A gehen. 

För den Durchschnitt der beiden Diagonalen FB und GJ 
hat man analog wie oben 



S\ 



y = - ?-|-'- 3 2^ = y 



oder setzt man hier atatt Ja und ig die vorher gefundenen Wer- 
the und reducirt, so hat man 



-C«. + ^)^' 



{1 a^a, -(a^+a^)x- 

Nun ist die Gleichung der BO . . . y = ^ . x oder 



und sehen wir nun, ob die Coordinaten des Punctes S dieser 
Gleichung Genüge leisten. 

Substituiren wir dieselben in I., so kommen wir auf die 
Gleichung ^ = — — . ^° _ °,. , oder , da der Quotient aus den 
Coordinaten des Punctes A, nämlich ^, eben dieaen rechtsste- 
henden Auadruck gibt, ao geht daraus hervor, dass der Punct S 
in derselben Geraden OB liegt. 
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Die Aufgabe hätte demnacli auch so ausgesprochen werden 
können : Zieht man durch einen Puoct ausserhalb einea Winkels 
beliebige Strahlen zu demselben, und bildet sich die Durch- 
schnittspuncte der Diagonalen der so entstehenden Vierecke, so 
liegen alle diese Durchschnittspuncte in einer durch den Scheitel 
i Winkels gehenden Geraden. 

Aufgabe 39. In einem Dreiecke 
ABC (Fig. 14) ist ein Punct gege- 
ben ; durch diesen werden zu den drei 
Ecken die Geraden AB, SE uud CF 
gezogen und gleichzeitig die Seiten des 
Dreieckes verlängert, bis sie von den 
gleichfalls verlängerten Geraden DF, 
EF, BF getroffen werden. Es ist die 
Lage der so entstehenden drei Durch- 
schnittspuncte auszumitteln. 

Lösung. Nehmen wir die ver- 
längerte AB als Abacissenaxe , BE 
als Ordinatenaxe , also einen der sich 
ergebenden Durchschnittspuncte iV als 
Ursprung des Coordinatensysteme. 
Setzen wir ferner 
AN=a, NF—a, NB = a", 
NE=h, NB = h', 
so hat man für die Gleichung der 

. . = + f = 1 . . . . (1) 




A C 
DF 
BC 

FE 






(2) 
(3) 
(*) 



Durch Subtraction der Gleichung (2) von (1) folgt 

G-7)' + (j-r)y-» ■ ■ ■ 

Diess ist nach Aufgabe 32 die Gleichung der MN. 
Gleichung (3) von (4) abgezogen, gibt 

(?-7)'' + 6-J')!' = » • ■ • 
welches die Gleichung der NB ist. 
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Addirt man die Gleichungen (1) und (3), so hat man 

(l + ¥)'' + (l+i)y = ^ .... CT 

Diese Gleichung stellt nach Aufgabe 33 die Gerade 0.F vor. 

Für dieselbe Gerade können wir aber auch die Glei- 
chung achreiben: 

J + I = 1 (8) 

denn für y =0 muss x = a werden, j3 selbst braucht für unaern 
Zweck nicht bestimmt zu werden. 

Da nun diese Gleichungen (7) und (8) identisch sein müd- 
sen, so folgt, wenn früher in (7) durch 2 abgekürzt wird: 



li^ + ¥)' 



und hieraus 



Mit Hilfe dieser Eelation ist es uns sonach hlar, dass die 
beiden Gleichungen (5) und (6) nicht von einander verschieden 
sind , dass demnach die beiden Geraden MN und NP in eine 
einzige zusammenfallen; oder mit andern Worten, dass die drei 
Puncte M, N und P in derselben Geraden liegen. 

Aufgabe 40. Die Halbirungspuncte der Diagonalen eines 
vollstUndigen Viereckes liegen in derselben geraden Linie. 

^'^- ^^- Lösung. AB CHEF 

{Fig. 15) sei das vollstän- 
dige Viereck, dessen Dia- 
gonalen AD, BC und 
EF sind. 

^ F und ^£ seien die 
Coordinatenaxen, ferner 
sei AB = a!\ AE=w", 
AC — y' und A F^= y". 
Nach diesen Voraus- 
setzungen hat man für 
die Gleichungen 

+ :— >. 
+ «. = 1. 
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Bringt man diese beiden Geraden zum Dorchsclinitte , 
hat man für D \ JJ<7li'^ 



Man hat demnach 



für M\ T,/r"V ^ 



^'J ~ %l."y--xyr l^' 2' "^ 2- 

Denkt man sich durch zwei dieser Puncte eine Gerade ge- 
legt, HO läset sich nun sehr leicht nachweisen, dass auch der 
dritte Punct in derselben liegt. 

Aufgabe 41- Man hat auf ein rechtwinkeliges Coordina- 
tensystera n Puncte durch ihre Coordinaten bezogen ; man soll 
eine Gerade suchen, auf dase die Summe der Perpendikel aus 
allen n Puncten auf die Gerade gleich einer gegebenen Länge l 
werde. 

Lösung. Es seien die n Puncte vc^y,, sj^y^, • • ■ ^^ny«; 
die zu suchende Gerade habe die Form y = ax -{- b, so kann 
zum Behufe der Bestimmung der Grössen a und h die Gleichung 
aufgestellt werden: 

y. -a^,~h . y, -ax, — h . . y- - »^» — j _ i 

rrr^ + YYTV' + ■ ■ ' + T^r+ ^ - ^ 

oder my) — aSi^x) — nh = ^l/'l + ß^ 
welcher Gleichung nun bcziehlich der Grossen a und b auf man- 
nigfaltige Weise entsprochen werden kann. 

Treffen wir für die zu suchende Gerade eine nähere Be- 
stimmung, etwa die, dass sie durch den bestimmten Punct x y 
gehe, so kommt man zur Bestimmung von a auf die Gleichung 

s' — P ' 

wobei s = nee — 21{x) 
und i = — ny -\- 2:{y) ist. 
Für w =1/ = 



Aufgabe 42. Ea sind n gerade Linien durch ihre Glei- 
chungen gegeben ; man soll Puncte derart suchen, dass die Summe 
aller Abstände eines solchen Punetes von den gegebenen Gera- 
den gleich einer gegebenen Länge l werde. 
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Lösung, Die n Geraden aeien 1/ == a^ x -\~ h, , 



,j = a„a;-\- bn. 
Sind die Coordinaten eines solchen fragliehen Puncies x'y' 
) hat man zu ihrer Bestimmung die einzige Gleichung 

I 2/' — a,x' — b2 I _|_ !/' — a„x' — t„ , 



Alle Puncte von der verlangten Eigenschaft liegen demnach in 
einer Geraden, welche durch die gefundene Gleichung repräeen- 
tirt wird. 

Aufgabe 43. Zwei Puncte sind gegeben; man soll einen 
dritten Punct von der Boaehafienheit finden, dass die Differenz 
der Quadrate der Verbindungslinien einem gegebenen Quadrate a' 
gleich werde. 

Lösung. Legen wir die Abscissenaxe durch die gegebe- 
nen zwei Puncte, wählen den einen als Anfangspunct, und nen- 
nen die Äbaciese des zweiten m', die Coordinaten des zu suchen- 
den Punctes JK!/, so muss die Relation bestehen: 

und hieraus a; = ° ,^ ■ 
Diess ist offenbar die Gleichung einer Geraden, welche mit der 
Ordinatenaxe im Abstände —■■ f parallel läuft, und bildet so- 
fort auch den geometrischen Ort aller der Aufgabe Genüge lei- 
stenden Puncte. 

Aufgabe 44. Es ist c^i/ = x' die Gleichung einer Curve ; 
wie gross ist die trigonometrische Tangente des Neigungswinkels 
einer Geraden mit der Abscissenaxe, welche durch jene beiden 
Puncte der Curve geht, denen die Abscissen a und & zukommen? 

Lösung. Der Abacisse x=a entspricht nach der Glei- 
chung der Curve y ^ —, und der Abacisae ie:=h entspricht 



Man hat demnach die Gleichung jener Geraden, die durch 
die beiden Puncte \ ^ und ■! b^ geht, 
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Fig. 16. 
y 

AP S B -^ 



die Tangente dea Neigungswinkels ist demnach -, ■ — . 

Aufgabe 45. In jedem 
beliebigen Vierecke (Fig. 16) 
ist die Summe der Quadrate 
der vier Seiten gleich der 
Summe der Quadrate der zwei 
Diagonalen vermehrt um das 
vierfache Quadrat der Ver- 
bindungslinie der Halbirungs- 
punete der Diagonalen. 

Lösung. Es sei AB=a, 
AC=h, CD = c, BD = d. 
Man lege durch a die Abscis- 
senaxe, A selbst sei der Anfangspunct dea rechtwinkeligen Coor- 
dinaten Systems, Die Coordinaten der Puncte C und D seien a: y 
und d' y" . 

Eb folgt Blf— {a — m)^ + y'\ 

BTf= «=* + i^ — 2a/, 

ÄD" = d-^^^ y'\^ 

und da (a — /')' + y"^ = d}, ist, 

so ist d'^ -{- y"^ =: (^* — a^ -f- 2 ad', 

also A3' = d^ — a^ -\- 2a x", 

ferner Ei V fI .^ 

b = 't' U = f-. 

demnach, wenn gleich mit 4 multiplicirt wird, 

oder wegen te" — x = PQ ^ CR 
und wegen y" — y' = DR 
folgt _ 

^EF^= a^ -\- e^ — 2a(x" — x). 
Die Addition der, drei Ausdrücke für AD, BC und ^EF 
gibt, wie behauptet, (a* + 6* + c^ + d'^). 

Aufgabe 46. Es sei ein Punct A und eine Gerade BC 
gegeben ; man ziehe von Ä nach B C beliebige Linien, wie A N, 
mache den Winkel NAM gleich einem gegebenen Winkel et, 
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und schneide auf AM ein Stüct ab, 

einem gegebenen Verhältnisse steht. Es 

M gefanden werden. 

Fig. 17. 



80 dass AM zu AN in 
soll der Ott des Punctea 




Lösung. Wir nehmen A 
(Fig. 17) selbst zum Ursprung 
des Coordinatensystems, Ax \\ BC 
sei die Abscissen-, Ay X_BCAi& 
Ordinatenaxe. Es sind daher die 
Coordinaten des Punetes M, 

AP = .v, MP = y. 
Man hat für die Gleichung 
Aer AM . . . y = Ax, 

„ AN . . . y = Äx, 
wobei also -^— ; — ^-r. =^ tga ^= C 



1 + JA' 



constant lat. 
Man findet ferner AN r= a|/l+^, 

eben so AM = a:]/l + A^, 
daber wegen AN: AM := i : n 

^1/1 + A' = a7i|/l +J^- 
För Ä = f^/c ' ""^ ^^^ ^^! gesetzt, folgt für die Glei. 
chung des geometrischen Ortes 

^ = —. Ca -\- an}/! + C, 
welches sofort die Gleichung einer geraden Linie ist. 

Wann wird diese Gerade mit der gegebenen Linie B C pa- 
i-allel sein, wann darauf senkrecht stehen? Kann die gefundene 
Gerade unter gewissen Umständen durch den Ursprung geben ? 

Aufgabe 4?. Es sei eine Anzahl von Puncten in einer 
Ebene gegeben; man suche in derselben Ebene die Lage einer 
Geraden, welche die Eigenschaft hat, dass die Summe der Lotlie, 
welche von jenen Puncten auf diese Gerade gezogen werden, je- 
des Loth mit einer gegebenen Zahl multiplicirt gleich Null sei, 

Lösung, y = ax -\- h . . . (I) sei die zu suchende Ge- 



rade, die einzelnen Puncte seien 
zelnen Lothe 



■^1- 



<Ä'a' 



die ein- 
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Sind die Zahlen, mit denen die einzelnen Lothe vor ihrer 
Addition der Eeihe nach raultiplicirt werden, m^ , m^, . ■ . *»„, 
80 folgt die Gleichung 

>n,(s, - a^, - b) + ,n,(y,-a^,-b)+ . . . + „,„ (y„ -„;,,- ft) ^ ^ 
Vi + a' 

oder 

^i^, y.) — «-^^K '^i) — &^K) = . . (2) 

Diess ist sofort die Bedingungsgleichung, welche zwischen a und 
6 Statt finden muss. 

Aus (2) a gesucht und in (1) gesetzt, ergibt eich die Glei- 
chung 



. S{m,y,)-bS(m,) 



+ i 



lu dieser Gleichung ist noch die Grösse b willkürlich. Es 
gibt also unzählig viele Gerade, welche der Aufgabe Genüge 
leisten. 

Aufgabe 48. Es sind die Polar-Coordinaten zweier Puncto 
gegeben; man bestimme die Entfernung derselben. 

Lösung. Ea sei P der Pol, Px die Polaraxe, die Puncto 

M und M' haben die Coordinaten 1 und | , . 
Es folgt aus dem Dreiecke PMM' 



Fig. !8. 



d = ]/m^ + m'^ — - 2 uu cos ((p — (p). 
Liegt einer der beiden Puncto, etwa M', im Ursprung, so 
hat man hiefür m' =: und ip = Q, demnach geht d über in 

Aufgabe 49. Es soll die Polargleiehung der Geraden auf- 
gestellt werden. 

Lösung, Wie aus Figur IS 
ersichtlich, wird die Gerade L 
durch die Entfernung des Durch- 
schnittspunctes T derselben mit der 
Polaraxe vom Pol 7', so wie durch 
den Neigungswinkel mit der Po- 
laraxe in der Ebene festgelegt, c 
und >■ a sind also die Eestimmungs- 
elemente der Geraden. Nimmt man 
in der Geraden einen willkiirlichen 
Punct M an, dessen Coordinaten 
u und <f> sind, so folgt aus dem 
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Dreiecke MFT 



demnach u - 



n.(V" 



(1) 



so geht 
folgt nach Figur 18 



Diese Eelation zwischen u und tp läast sich offenbar von jedem 
Punct der Geraden nachweieen, es bildet demnach die Gleichung (1) 
die Polargleichung der Geraden; 

Dividirt man in (1) Zähler und Nenner durch slna, nennt 
COtga=;ö;, so kann man auch statt (1) schreiben: 

u ^ . ^ (2) 

a sin qj — cos <p 

Zusatz I. Geht die Gerade' durch den Ursprung, so wird 

0=0, und da 90 immer conatant = a. bleibt, so nimmt m nach (1) 

die Form an M'=^^, m ist also jeden beliebigen Werthee fähig. 

Zusatz 2'. Setzt man in (2) » = 90", sokommtM = ^, 

.cos?-' 

die Gleichung m = ±; stellt demnach' eine Gerade Vor im 

Abstände c vom Pol senkrecht stehend auf der Polaraxe. 

Zusatz. 3. Wird der' Winkel a=0, also , 

die Gleichung (1) über in w = ^^ . Nui 

/\FQT, e = ctang», also 

e = co.,0, 

demnach w= ■■^— . Diese Gleichung stellt sonach eine Gerade 

■ ; smq,. ^^ 

vor, welche im Abstände «■ parallel mit der Polaraxe läuft. Für 
die Gleichung der Poiaraxe wird e = 0, aber auch q> = 0, dem- 
nach M = ^■■ 

Aufgabe 50. Es sind zwei Puncte gegeben durch ihre 
P^larcoordinafen ; man soll, die Gleichung det Geraden finden, 
■welche durch diese zwei .Puncto, geht. 

Lösung. Die gegebenen Puncte seien 

M'\^,, M"\'^„. 
Die Gleichung der Geraden wird [nach Aufgabe 49, Glei- 
chung (2)1 die Form haben -^-^ , und da die Coordina- 

f 'J asm?.,- TOST)' 

ten der gegebenen Puncte dieser Gleichung genügen müssen, 

"■-7s:r=^ m 

»" = .". "■,'_ ,, (2) 
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Aus <15eBen beiden Gleichungen folgt durch Division und 

Reduction 

a = cotang a = . -^^ ■ __ „" ^^^ „," ■ 

Aus dieser Gleichung würde a gefolgert werden können, . 
welcher Werth von a jedoch , um die Gleichung der Geraden 
aufzustellen, nicht zu wissen nöthig ist. 

Durch Multiplication obiger zwei Eeetimmungsgleichungen 
(1) und (2) bekommt man 

W = {a sin <p- - CÜE g>') (o sm qi" - cos q,") ' 

und hieraus 

c = |/m'm" (a sin g/ — coe 9') (a sin 9" — cos 9"). 
Substituirt man hier statt a den oben gefundenen Werth, 
und reducirt voUatändig, so hat man 



Die Werthe von 
die Gleichung 



In Gleichtuig (2) geselzt, geben 

jcp" — fp') 



" — «' Bio (y - q,-) ~ «" sin {f - tp") ■ • ■ *^ ' 
Diess ist die Polargleichung derjenigen Geraden, welche durch 
die bestimmten zwei Puncte geht. Man ersieht sehr leicht ihre 
Dichtigkeit, denn sie liefert für ip — rp oder fp" wirklich für u=u 
oder m", wie ca sein muss. 

Zusatz. Haben die beiden Puncte über der Polaraxe den- 
selben Abstand, ist nämlich 

u sin fp = u" sin <p" = e. 

Substituirt man in (1) U!=^^ und m" = -^^, so hat man 
> ' amqj singi 

-: ; : ;; sin {(p" —~ q>'} 



n {(p — 9') — ^r^. sin (g? — <p") 
sin (<p" — fp'] 



ein qj' . sin {q> — gi') — sin fp'. sin {ip — ip ) 

Der Nenner dieses Bruches gibt reducirt 

sin 9 , sin (g?" — gi')> 

demnach ist u = -, — als Gleichung der mit der Polaraxe im 
Bing, ö 

Abstände c parallelen Geraden. Diese Gleichung stimmt mit der 

in Aufgabe 49, Zusatz 3 gefundenen vollkommen überein. 

Aufgabe 51. Die Polavgleichungen zweier Geraden seien 

gegeben; man bestimme ihren Neigungswinkel. 
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Lösung. Die zwei Geraden seien 



Nennen wir den Neigungswinkel der beiden Geraden d, ihre 
respectiven Neigiragawinkel mit der Polaraxe a und a.', ao folgt 
ganz einfach 

oder cotangö = - ■ — —. 

° coiang H — eutang a 

Nun ist 

a = cotang a und a = cotaog a', 
demnach cotang tf = ^ - ^ ,-. 
Für 5 = ist cotang 8 ^=00, also a — d = 0, d. 1. a = a\ 
Diess ist demnach die analytische Bedingung, dass zwei Gerade 
parallel laufen. 

Für d = 90 ist cotang* = 0, also auch ««'+!=(), als 
analytisches Kennzeichen , dass zwei Gerade auf einander senk- 
recht sfehen. 

Aufgabe 52. Es ist eine Gerade gegeben und ein Punct; 
man soll durch diesen Punct eine Gerade ziehen, welche mit der 
gegebenen parallel iat- 

Lösung. Es sei die Gleichung der gegebenen Geraden 

»" -...loo., ; m 

die Coordinaren des gegebenen Punctea j ,. 

Die Gleichung der zu suchenden Geraden wird die Form 



u = —. ■ (2) 

n sin <p - cos ¥ 

Da aber (2) mit (1) parallel sein soll, muss d = a sein. 
Da ferner die Coordliiaten des gegebenen Punctes der Glei- 
chung (2) entsprechen müssen, so hat man für c die Gleichung 

u = — : — 7^ r, und hieraus c ^ u {asirup — cosg»'), 

Dieser Werlh in (2) subatiiuirt, gibt 

M = u'fnainip' — cosy') ^ 

Aufgabe 53. Die Polargleichungen zweier Geraden sind 
gegeben; man bestimme ihren Durchschnitt. 
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LÖBUDg. Die Gleichungen der Geraden seien 



(I) 
(2) 



a s\n<p — Cüs qn 

Berücksichtiget man, dass die Coordinaten des 
schaftlichen Durchachnittapunctes beiden Gleichungen (1) und (2) 
gleichzeitig genügen müssen, so erübriget nichts anderes, als diese 
zwei Gleichungen nach w und tp aufzulösen. 

Die beiden Ausdrücke für u einander gleich gesetzt, und 
diese Gleichung von Brüchen befreit, bat man 

a e Bin cp — c cos ip = ac Bin q> — e cos 90 
oder (a'o — ae) tang (p = c — e, 

demnach tangy ^ '^~ i_ — ' ^* 

Hieraus lässt sich der Werth von ip bestimmen. 

Um u zu erhalten, hat man in (1) den Werth von y zu 
substituiren, was wir auf folgende Art bewerkstelligen wollen. 

Nehmen wir in (I) aus dem Nenner rechts cos (p zum Factor, 
so hat uiiin 

cos ip (a taog 9 — 1) ' ' 

Aus I. folgt 

cosqu = ' .■ , , , , = . 

Die gefundenen Werthe von cos <p und tang (p in (m) substituirt. 



Wird u unendlich, so laufen die beiden Geraden (1) und (2) 
parallel ; diesa geschieht aber für a ^= d, wie es sein soll. 



Die hier über Polarcoordinaten abgehandelten Aufgaben über 
den Punct und die gerade Linie dürften geniigen, um ähnliche 
Aufgaben, wie sie bei rechtwinkeligen oder schiefwinkeligen Coor- 
dinatensystemen vorkommen, auf Grundlage dieser vorigen Auf- 
gaben zu lösen. 

Wir wollen noch einige Beispiele über die Transformation 
des Coordinatensystema hier anführen; gleichzeitig wollen wir 
bemerken, dass der jeweilige Zusammenhang zwischen den Coor- 
dinaten der verschiedenen Systeme stela aus der Figur hergelei- 
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tet werden eoH, eo, dasa wir i 

TranaformatiOüs-Formeln unabhi 

AtifgaE>e 54. Es sei y ■ 

Geraden auf ein rechtwiokelij 



D8 demnach von den bekannten 
ngig zu machen trachten. 
= ax -\^ b die Gleichung einer 
Coordinatensystem bezogen. 



Man geht von diesem Coordinaten System wieder auf ein recht- 
winkeliges über, dessen Ursprung in der früheren Abacissenaxe 
liegt, im Abstände x = d, und die neue Ordinatenaxe schliesst 
mit der gegebenen Abscissenaxe den Winkel y ein ; wie heisst 
jetzt die Gleichung der Geraden? 

Pig. 19, Lösung. Nehmen wir 

(Fig. 19) in der gegebenen 
Geraden L den willkürlichen 
Punct M an , und construiren 
die Coordinaten dieaes Punctes 
für beide Systeme, so hat man : 
x= Oa ^ 0'Q-{-PQ. 

Nun ist 
0'= d, 
0'Q = X - siny, 
PQ = P'R = y .üf>%y, 
sonach 

x = d Ar x' iray -\- y cos y ; 
ferner y ^=' Mit — FR, 
MR = y sin y , 
FR = P'Q = iv'cosy, 
sonach y '= y' ain y — ai' cos y. 
Da nun der betreffende Zusammenhang zwischen den Coor- 
dinaten beider Systeme hergestellt ist, wird man x und y in 
y = ax -{■ b eubstituiren, dadurch erhält man 

y sin y — x coay = a[d -^ a;' sin y -]- y coa y) -f- b. 




y 



ly + ' 



x' + - 



> + "d 



die Gleichung der Geraden für das neue Coordinatensystem. 

AiiTgabe 55. Die Gleichung einer Geraden, auf ein schief- 
winkeliges Axensystem bezogen, ist gegeben; man suche die 
Gleichung dieser Geraden für ein rechtwinkeliges Axensystem, 
wenn sie gleichzeitig durch den Ursprung dieses Systems gehen 
soll. 
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L,Ösung.,.(FJg.20t) Da wir 
der, geforderlen Eedingung ge- 
mäss nun -wissen, daee der Ur- 
sprung unseres neuen Coordica- 
tene;^steins in der gegebenen Ge- 
raden liegen muas, so wollen wir 
zur Verein facliung den Ursprung 
in die gegebene Abscissenaxe le- 
gen, und zwar dort, wo diese 
von der gegebenen Geraden ge- 
troffen wird, d. i. in 0' \ die neue 
Abscissenaxe lassen wir mit der 
früheren zusammenfallen, 

00' = — ~^ = c, y = y 3!ngi. also y = -4^, 
ferner 'BF' = o — (ai -{- x) = ?/ cos 9;, 

und hieraus c — y' . -r— ^ — o:' = x. 

Diese Werthe von ^ und y in j/ = ax-'rb gesetzt, liefern, 
wenn man auch wieder statt c den Werth herstellt, und bedenkt, 
dass fc' negativ zu nehmen ist, die Gleichung 




Zu dieser Gleichung gelangt man auch einfacher, nämlich: 
die gesuchte Gerade hat die Form ?/ = tang a . « , wo der Werth 

von taug a sich aus a = -v-7 : leicht ergibt. 

fc Bin (v — ß) ^ 

Aufgabe 56. y = aa: -{- b ist die Gleichung einer Gera- 
don auf ein schiefwinkeliges Axensystem bezogen. Man soll diese 
Gleichung auf ein neues Axensystem derart transformiren, dass 
sie in die einfache Gleichung x ^^m übergeht. 

Lösung. In diesem Falle haben wir nur das neue Axen- 
system 80 zu wählen, dasa die Ordinatenaxe desselben parallel 
wird zur gegebenen Geraden; legen wir ferner den neuen Ur- 
sprung in die gegebene Abscissenaxe, und lassen die neue Ab- 
scissenaxe mit dieser zusammenfallen, so haben wir für die Lage 
des neuen Ursprunges 0' 

0' = -~ - — m, 



wo — ■ - die Entfernung des Durchschnittes der gegebei 
den mit der Abscissenaxe vom Punole bezeichnet. 



1 Gera- 
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Kg. 21. 



Aufgabe 57. y = «« + * (1) 

ist die Gleichung einer Geraden auf ein rechtwinkeliges Coordi- 
natenayatem bezogen ; man soll unter Voraussetzung desselben 
Ursprunges die Lage eines neuen rechtwinkeligen Syatemes aus- 
mitleln, auf dasa die transformirte Gleichung der Geraden (1) die 

Form y = dx ^ b' (2) 

annimmt. 

Lösung. Denken wir uns 
für einen Moment, das Coordi- 
natenaystem (Fig. 21) x'Oy sei 
gegeben, und es handle sieh um 
die ÄusmitÜung der Gleich. (2). 
Man bat, wie die Figur zeigt, 
X = X &my -f /cosy, 
y z=: y sin y — x C08 y ; 
x und y in (1) gesetzt, geben 
die Gleichung 

y sin y ■,- x cos y ^ 
= a (x ein y Ar y coe y) + i, 
und hieraus 




, ^ a sin y + 



'^X 



Da an den Accenten nunmehr nielits gelegen ist, und die 
80 eben gefundene Gleichung mit der (2) identisch sein muss, so 
bat man 

■■;';_+ ~^ = a-. 

Aus dieser Gleichung folgt j', nämlich tangy^^— r^ — . Dieser 
Winkel y , nämlich derjenige, welchen die neue Ordinatenaxe mit 
der ursprünglichen Absciasenaxe einsehllesst, bestimmt nunmehr 
die Lage des Coordinatensyatems x Oy derart, dass auf diesea 
System bezogen die Gleichung (1) übergeht in die Gleichung 

?/ ^ a'iE 4- ^"' Im Allgemeinen wird i' nicht gleich -: — — ; 

sein, und es lässt sich demnach durch das in der Aufgabe be- 
dingte neue Coordinatenayotem die Transformation nicht im ge- 
wünschten Sinne vornehmen, da die Lage desselben ohne Zweifel 
zu beschränkt ist. Es müssen für das zu suchende Coordinaten- 
i wenigstens zwei Stücke frei zu bestimmen bleiben. 
Nennen wir etwa den Neigungswinkel der neuen Ordinaten- 
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axe mit der ursprünglichen Abscisseiiaxe y, Aie Abscbae des 
neuen Ursprangea d, so hat man jetzt, um von y ^ as! -\- b auf 
y = a'x + b' zu kommeD, für y und d die Werthe 



d = 



6'(sinr-acosr)- 



Zum Schlüsse der Aufgaben über den Punct und die ge- 
rade Linie wollen wir noch einige Aufgaben über Fl a eben berech - 
nuDg folgen lassen. 

Aufgabe 58. Es ist ein Dreieck ^5(7 gegeben; man soll 
durch den Punct A eine Gerade derart ziehen, damit - des gan- 
zen Dreieckes abgeschnitten werde, es ist die Lage dieser Thei- 
lungsltnie auszumitteln. 

Lösung. Nehmen wir den Punct A als Ursprung des 
rechtwinkeligen Coordinateneystemes, die AB als Absciasenaxe, 
bezeichneu die drei Seiten des Dreieckes beziehungsweise mit a, 
b und c, und nennen den Neigungswinkel, welchen die fragliche 
Gerade mit der Äbscissenaxe einschliesst, o, ao ist die Gleichung 

dieser Geraden y = T . x (1) 

wobei T:=tangG) ist. 

Es ist ferner die Gleichung der Dreiecksseite 

BG . . . y = — lang B , x -^ c . tang B . . . (2) 
Diese beiden Geraden zum Durchschnitte gebracht, liefern 
für den Durchschuittspunct D die Coordinateu 

e . tang B 

^ " r-j-tang-ß' 
_ c .T . tang -5 
^ ~ r + tangB ' 
Die Ordinate des Punctee D kann gleichzeitig als Höhe des 
/\ABD betrachtet werden, und die Fläche dieses Dreieckes ist 



3 ' r + tang B , ' 

Denkt man sich von C auf AB ein Perpendikel gefällt, so 
ist diesea offenbar ^ßsin^, demnach die Fläche des Dreieckes 
ABC = ^.aamB. 

Da nun der gestellten Bedingung gemäss 

aejn soll, so hat man zur Bestimmung der Grosse Tdie Gleichung 
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c . r . taug B 
T + laDg B 

T— - 


1 


■ 2 ■ 
B 



hieraus folgt 

Um dieaea Besullat mit den Ergebniseen der aynthetiscten 
Geomelrie in Einklang zu bringen , Buchen wir uns die Entfer- 
nung BD. 

Da die Coordinaten der Puncte B und D bekannt sind, so 
bat man 

oder BD = — ^ = reo.L+.inü - 

Setzt man hier statt T den oben bereehneten Werth, eo 
folgt BD = - , a, d. b. man hat die Grundlinie B C in n gleiche 
Theile zu theilen, und den ersten Theilungspunct I) mit B zu 
verbinden, so wird dadurch - des Dreieckes abgeschnitten. 

Aufgabe 59. Es sind die 
Coordinaten der drei Eckpuncte 
eines Dreieckes gegeben {Fi- 
gur 22) ; man soll die Fläche 
des Dreieckes aus den Coor- 
dinaten der Eckpuncte berech- 
nen. 

Lösung. Wenn wir das 
Dreieck ABC allgemein auf 
das schief winkelige Axen Sy- 
stem X Oy bezogen denken, 
so folgt für die Fläche des 
Dreieckes : 
/\ABC = {ÄBFQ-\-BCQR- ACPE), 
s.j:.ABPQ = i(j/t +ä'a)(^2 — *i)s'ng), 
At.BCQR = i (;/2 +;/a) (^3 — ^3) sin P. 
ar. A CPU = i (j/i + ys) K - ^'il ai» 9'- 
Bezeichnen wir kurz die Fläche des Dreieckes durch /, so 
haben wir 
2/= fiinq5[(!/i+?/a)(^-2 — ^1) + (i/a -f-J/a) (^3 — ^^g — 

Verrichtet man hier die angezeigten MuUiplicationeu und 
reducirt, so erhält mau 
2/ = sin 9 i(j, x^ - .r, yj + {y^ .v, - x, y,) + Q,/» ■■>', — .13 ^'i )]■ 
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Zusatz 1. Sind vier Puncte durch ihre Coordinateri gege- 
ben, so findet man ganz nach derselben Methode, wie oben, für 
den Flächeninhalt des dadurch beatimmtea Viereckes: 
f Ä -12 — ^1 J/a 

■^ I + ^s ^^ ~ ^'^ y* 

( + y* ^i — ari y^ . 
Das Gesetz, nach welchem nun die Fläche überhaupt zu 
bilden ist, fällt in die Augen; es wird sieh demnach die dop- 
pelte Fläche eines n- Eckes ergeben; 

?/i ^a — '»iS'a. 
2/2 -Ps — ^aS'a' 
)/3^i — ^hPi, 



V = 



- x^iy«, 



Ist das Co ordinalen System rechtwinkelig , so geht der Fac- 
tor sin g> in die Einheit Über. Kreuzen sich die Seiten des Po- 
lygons, so findet die obige Formel offenbar keine Anwendung, 
Ferner hat man keinen Anstosa vielleicht daran zu nehmen, daea 
die ganze Summe eine negative Grösse werden kann, da dieses 
nur von der zufälligen Stellung der einzelnen Puncte in der Figur 
abhängt; der absolute Werlh der Summe bleibt derselbe. 

Man hat sechs Puncte: 

Für die Fläche des dadurch bestimmten 6 -Eckes ergibt sich 
F =■- 2 5. 

Zusatz 2. Liegen die drei Puncte A, B und G in dersel- 
ben Geraden, so ist offenbar die Fläche dieses Dreieckes =0; 
denn die Gerade, die durch x^ p^ und a^ y^ g^ht, heisst 

s-s. "fT^JC-"-«!). 

und da der dritte Punct vBay^ in dieser Geraden liegen soll, so 
muBS 

oder auf Null reducirt und geordnet, 

sein, folglich ist auch/=0. wie es sein muss. 
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Aufgabe 60. Die drei Eckpuncte 
durch die Polarcoordinaten ge 
inhalt des Dreieckes. 



Dreieckes sind 




man bestimme den Fläch en- 
ng. Man hat offeabar 






Lös 

(Fig. 23) 

^ÄBC = 
= A ABP~\- A BCP—/^ ACP. 

Nun ist 
/\ÄBP= i«, !/,siii(y,- 
A B CP = ^ % «3 ein (g?a ■ 
A^CP= I«, «3 sin (9)^—933), 
sonach für die doppelte Fläche des 
Dreieckes 
ijMa äin{<p^~q>s) -\- w, Mg sin (5)3 — y,)- 
Zusatz. Dehnt man diese Betrachtung auf ein beliebiges 
Polygon, etwa von n Seiten ans, so findet man für die doppelte 
Fläche des Polygons: 



2/ = «, Wj, sin (901 — 9)3) + w 



2/ = 





«, », 


Bin (»., - 


-f.) 


+ 


»>», 


Bin (9, - 


-93) 


+ 


u, «, 


Bin (fPa - 


-<P.) 


+ 
+ 








«B-1 


«« sin ((p„ 


-1-9.) 


+ 


».», 


Bin (?!„ - 


-?>.)■ 



y Google 



Zweiter Abschnitt. 

Aufgaben über die KreiMÜnie. 



Aufgabe 61. XJie Gleichung einer Curve 

A^« -\- Ap"^ -\- Bx + Ci/ -^ B = 
sei auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogen; man be- 
stimme ihre geometrische Bedetitung. 

Lösung. Sind p und q die rechtwinkeligen Coordinaten 
des Mittelpunctes eines Kreises, p die Abscisse, q die Ordinate 
und r dessen Kadius, so ist bekanntlich die Gleichung des Kreises 

x^ -\- y^ — 2px — 2qi/ + p* + 9^ — »■* = . . . (1) 

Vergleicht man die gegebene Gleichung mit dieser, so findet 
man, nachdem früher durch A dividirt wird, — 2j?^-j, also 
P = ~ wi> ^^2^=, q = — ^, und da ferner 

P + 2 ~ ^ = J 

sein soll, eo folgt, wenn man die Werthe von p und g substituirt: 

f -^ i VJi'+C'-4,AO. 

Sobald also r eine reelle Grösse bezeichnet, so repräsentirt 

die gegebene Gleichung einen Kreis, der nach den gefundenen 

Zablenwerthen von p, q und r leicht oonstruirt werden kann. 

Eine Gleichung der vorgelegten Form wird also immer ei- 
nen Kreis bedeuten, sobald die zweiten Potenzen der Veränder- 
lichen vorkommen, diese aber gleich bezeichnet und mit densel- 
ben Coefficienten behaftet sind. Die Coefficienten der etwa vor- 
handenen ersten Potenzen bestimmen weiter die Lage des Kreises. 
Diese Bemerkungen wollen wir auf einige Beispiele anwenden. 

a) a:* 4- / - 3a.' -I- 4»/ — 7 = 0. 
Man hat nach Gleichung (1) 

— 2p = — 3 und — 2g = 4, 
woraus folgt p = f und q- = ^ 2. 
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DiesB Bind die Längen beziehungsweise von Abacisse und Ordinate 
des Kreismittelpunctes. Aus der Gleichung p^-\-q^ — r^^= — V 
folgt r = ^]/53. 

b) 2ar^ + Sj/^ — 8a; + 4j^ + 13 = 0- 
Man findet hier p = 2, <? = — 1 und r^l/— 1'5- Da r 
sich imaginär ergibt, so hat die gegebene G-Ieichung feeine geo- 
metrische Bedeutung. 

.c) d^' + y" — 12.T = 0, p = 6, q = 0, J- = 6. 
Aus diesen Daten geht hervor, dass der Mittelpunct des 
Kreises in der Abscisseoaxe liegt, und die Ordinatenaxe im Ur- 
sprünge berührt wird. 

Aufgabe fi2. Es Soll die Gl^chung des Kreises, auf ein 
schief winkeliges Axenaystem bezogen, aufgestellt werden. 

Lösung. Bezeichnen wir wieder Abscisse und Ordinate 
des Kreismittelpunctes durch p nnd g, den Radius mit r und 
den Coordinaten winke! durch 9), so hat man als die verlangte 
Gleichung 

(fl! — p)" + Uj ~- ^)a 4- 2{x~p)iy — q) cos 9 = r= ; 
diess gibt weiter 
^^ + J^ + 2a!^ .coaep — 2(p-\-q cos tp) x ~— 2 {q -]r p cos 9)) ;/ -|- 

+ (P^ + 9' + 2pq cosfp — *-2) = . . . (1) 
Es folgt nun sehr einfach, dass die Gleichung 

3.-'' + y" + -4;ej/ + 5x + Cy-l-ü = ... (2) 
nur dann die Gleichung eines Kreises auf schiefe Axen bezogen 
vorstellen könne, wenn die zweiten Potenzen der Ordinaten mit 
gleichen Zeichen und dem Coefficienten 1 versehen sind ; ferner 
A, d. i. der Coefficient des Produetes /cy, die Zahl 2 nicht über- 
schreitet. 

Sollen die Gleichungen (1) und (2) identisch sein, so hat 
man für die Bestimmung der Lage des Kreises r die Gleichungen 
2 cos g) = ^ , 
2 (p + 7 cos ^) ^= — B, 
2 {q -]- p cos 9) ^ — C 
und p^ + 9^ + 2p^ cos ^ — r^ = D, 
Aus diesen vier Gleichungen ergeben sich nun der Reihe 
nach die Grössen p, q, r und ip. 

Wenden wir das eben Gesagte auf die Gleichung 
^^ + .9" + ^2/ — 4-1- + lOy — 12 ^ 
an, so haben wir hier 2 cos 9) = 1, also cos y i^ ^ , d. i. ^ ^= 60", 
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-Hp + D^- * 

oder einfacher 2p -\- q = 4 

p + 2q = — IQ 
hieraus folgen ^ = 6 und j = — 8, 
die Coordinaten des Mittelpunctes. 
Endlich folgt aus 

p" + ?^ + 2)«^^ — r"^ =^ — 12, r = 8, 
und demnach ist die Lage des Kreisea bestimmt. 

Aufgabe 03. Man soll die Lage eines Kreises ßnden, der 
durch einen bestimmten Funct geht und mit einem gegebenen 
Kreis eoncentrisch ist. 

Lösung. Der gegebene Kreis habe die Gleichung 

die Coordinaten des gegebenen Punctes seien a'^', und es heiaat 
die Gleichung des gesuchten Kreises 

(rr~p)= + (^-gr = r'^ .^. . . (1) 
Um den noch unbekannten Radius / au azu mittein, bedenke 
man, dasa noch die Coordinaten des gegebenen Punctes dieser 
Gleichung (1) geniigen müssen, woraus folgt 
r = VW~pr + (y'-gr. 
Aufgabe ft4. Es sind die Gleichungen zweier Kreise ge- 
geben : 

(«. - P)^ + 0/ - 9)^ = r= . . . . (1) 
(x-pT-\- (y — g'f^ ^'^ • ■ ■ _■ (2) 

man soll die geometrische Bedeutung der Summe oder Differenz 
dieser Gleichungen zeigen. 

Lösung. Denkt man sich die beiden Gleichungen {1) und 
(2) auf Null reducirt, beziehungsweise durch K und K' bezeich- 
net, und multiplicirt man noch jede der Gleichungen K=:(i und 
K'^=0 vor ihrer Addition mit den unbestimmten oder willkürli- 
chen Coefficienten / und ;t, so bezeichnet offenbar die Gleichung 

XK -\- (iK' = («) 

wieder einen Kreis, denn die Glieder von le^ und y' haben gleiche 
Coefficienten , nämlich (^ -|- ft) , können alao durch Division auf 
die Einheit gebracht werden; ferner fehlt, wie es für ein recht- 
winkeliges Axensyatem sein muss, das Product xy. Die Be- 
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etimmunga Stücke für die Construction dieses Kreises (a) lassen 
sich nach den in Aufgabe 61 gemachten Bemerkungen leicht 
rechnen. 

Sehneiden sich die Kreise ^ = und Ä" = 0, so genügen, 
wie leicht zu sehen ist, die Coordinaten dieser Durchschnitta- 
puncte auch der Gleichung (a), was auch l und f^ för Werthe 
haben mögen; dieser Kreis (m) geht demnach durch die Durch- 
schnittspuncle der gegebenen Kreise. 

Ebenso wie die Summe der Gleichungen XK=0 und 
(itK'=0, so stellt auch die Differenz derselben 

IK — iiK- = iß) 

einen Kreis vor, denn in diesem Falle kommt man auf die Glei- 
chung 

^■' + =''^24^' — ^'-fef'-» + 

I i,(p' + g' — r') — p.(p' ' + '}" — /') _ jj^ 

Diese Gleichung verliert nur dann ihre Bedeutung als Kreis, 
wenn A = ft wird. 

Multiplioirt man diese letzte Gleichung mit A — [i, so tällt 
x^ und )/* hinaus, und es bleibl, wenn man durch A = (i abkürzt 
und mit — 1 multiplicirt, 

Diese Gleichung ist aber nichts anderes als K — K' = 0, 
d. i. die Differenz der gegebenen Gleichungen, und stellt dem- 
nach, da X und ?/ nur in der ersten Potenz erscheinen, eine ge- 
rade Linie vor. 

Aus dieser letzten Gleichung folgt weiter 

y=-:-^-+^ (r) 

wobei , ^ Hp' + g'-^')-i(?'" + '^"-r-) ^ 

g — s 

Schneiden sich die beiden Kreise ff=0 und K'=0, so 
müssen die Coordinaten der Durchschnittspuncte auch der Glei- 
chung {/) genügen, und diese repräsentirt in ihrer Verlängerung 
die gemeinschaftliche Secante; berühren sich die beiden Kreise, 
so stellt (y) die gemeinschaftliche Tangente vor. 

Zusatz 1, üb sich übrigens die beiden Kreise schneiden 
oder nicht, so ist sehr leicht zu erkennen, dass die Gerade (y) 
auf der gemeinschaftlichen Centrallinie der beiden Kreise senk- 
recht steht, denn die Gleichung der Centrallinie ist 
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y-'/-J^-('«-p) . ■ ■ ■ (S) 

und da — ?^A- . '-^-^ = — 1 , so steht die Gerade (v) _L 

q — q p —p 

auf (Ö). 

Zusatz 2. Nelimeii wir in der Gevaden (y) einen willkür- 
iichon Punct x y an, und denlten uns durch diesen Punct an die 
beiden Kreise Tangenten gezogen, nennen die Entfernungen 
des PuöCtes xy' von den Berührungspuncten e und e, die Di- 
stanzen dieses Punctes von den Mittelpuncten der beiden Kreise 
d und d', 80 hat man nach einem bekannten Satze der Geometrie 
e^ = {d 4- r) (d~r) = d^ — r', 

eben so e^ = {i^ -\~T'){d' — r) = ä^ — r'^ ; 
für die Distanzen d und ä hat man 

d« = (x— p)= -f (/— q)\ 
d'2= (a- —pY + (y' — qY, 
also 

d^~^^ = — 2(p —p) X— 2{q — q) y + f + $* — p' — ?''. 
Da aber der Punct x y' in der Linie (y) liegt, so folgt 
— t{p—p')x'~2(q-~q')y' +p* + ^'^ — p'* — j'^ = »■* — r'S 
eonach d" — d!^ = »-* — )•'*, 
also d'^ — T^ = ä^ — r'^: 
folglich e* = e^, d. i. e = ä', 
d. h. die Entfernungen eines ganz beliebigen Punctea der Linie (y) 
zu den Berührungspuncten der Tangenten, die man durch x y 
an beide Kreise zieht, sind einander gleich. 

Man nennt nach dieser Eigenschaft die Linie {y) die Linie 
der gleichen Tangenten oder die Linie der gleichen Potenzen. 
Häufiger jedouh wird für diese Linie der Name Chordale ge- 
braucht. 

Zusatz 3. Denkt man sich zu je zweien der Kreise 7^=0, 
K'^=Q und A'"' = die Chordalen construirt, so achneiden sie 
sich in einem gemeinschaftlichen Punote. Warum? 

Zusatz 4. Was die Conafruction der Chordale zweier Kreise 
betnfft, die sich nicht schneiden, so lässt sie eich nach der in 
Zusatz 3 gemachten Bemerkung sehr leicht ausführen. 

Man construire ans zwei beliebigen Mittelpuncten Kreise, 
welche die zwei gegebenen schneiden. Die sich achneidenden 
Kreise liefern Chordalen, deren Durchschnittapunct offenbar ein 
Punct der Chordalo der zwei gegebenen Kreiae ist. Macht man 
ganz dasselbe auch mit dem zweiten Hifakreia, so hat man für 

Habeii, Beispiels amml. ana der snalyt. Geomekie. 5 
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die gesuchte Chordale zwei Puncte, durch welche sie nunmehr 
bestimmt ist. 

Aufgabe 65. Ea Bind zwei Kreise gegeben, und o ihre 
Mittelpuncte. Zur Centralliuie Oo (Fig. 24) ist eine Linie AD 





^ 






ä/ 


\s 


dX " 


■.„ 


1 


\ 1 \ 




) 


V ° 


J ' 



parallel gezogen; es soll 1) die Summe {AC+ßJ)) aufgestellt, 
2) {AB — CB) entwickelt werden. 

Lösung. Zur Vereinfachung der Rechnung werde die 
CentraUinie als Absciaaenase, uud durch einen der Miltelpuucte 
als Ursprung darauf senkrecht die Ordinatenaxe gelegt. 

Setzen wir die Entfernung der beiden Mittelpuncte e, so 
haben wir für die Gleichungen der zwei Kreise 

^« + j,^ ^ Ä^ 

(x^e)^ ■{- y'^ = r\ 
Ist die Gleichung der Parallelen y = a, so hat man, wenn 
diese Gerade mit beiden Kreisen zum Durchschnitt gebracht wird, 
für die einzelnen Durchschnittspuncte die Coordinaten : 

ly™«- 'y =■ <■■ 



AC = VR' -a' + e — Vr' ~ a\ 
BII= e + Vr' — a' — [/Jp"^^, 
demnach A0-{- BD^2e, das ist die doppelte CentraUinie. 

Ferner ist 

AB = ZKä« — <j', CD =. 2\/r' — i', 
demnach AB* — CD' = i{R' — r') , 
d. i. eine consiante Zahlengi-üase. 
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AuCgabe 66. Die Gleldiung eines Kreiaea ist 
(a!—p)^ 4 (y — ?)* = ^^. 
ia der Peripherie dieaea Kreisea ist ein Punct x'y' gegeben, man 
soll durch diesen Punct an deü Kreis eine Tangente ziehen; wie 
wird ihre Gleichung heiaaen? 

Lösung. ^Nehmen wir in der Peripherie dea gegebenen 
Kreises noch einen zweiten Punet x" i/" an, und ziehen wir durch 
diesen und den gegebenen Punct eine Sccante, so wird ihre 
Gleichung sein 

!/-!/' "i,^ ('-"') ■ ■ ■ ■ (!)■ 
Um die Bedingung einzuführen, dasa diese Puncte «y, 
x" y" dem gegebenen Kreise augehören, hat man 
(^'— p)^ + iy' — q)^ = r\ 

Siibtrabirt man diese' beiden Gleichungen, so folgt 



X -~x" 2q —/—>/" ' 

Litsat man den Punct le" y" mit dem gegebenen x y' zusam- 
menfallen, wodurch offenbar die Secante in die Tangente über- 



und dieser Quotient in {I) subatituirt, gibt die Gleichung 

y — y' = - 7^ (^ - *') «cler 

als Gleichung der verlangten Tangente. 

Diese Gleichung l&sst sich noch in anderer Form gebun, 
wenn man za ihr die Gleichung (x — p)^ H" 'S'' — 9)^ ^^ ^^ addirt 
wodurch man erhält 

(;t; ~ p) {x ~ p) -\- {y~q)(y'~.q) = v'\ 
l'"ür i)=q:=0 beliotnmt man die bekannte Gleichung 
*«' + yy = r\ 

Aufgabe 67, Ein Kreis x^ + i/^ = c* und eine gerade Linie 
y =iaa! -\-b sind gegeben; man soll an den Kreis eine Tangente 
ziehen, welche mit der gegebenen Geraden einen bestimmten 
Winkel ä einechlieast. 

Lösung, Bezeichnen wir die fraglichen Coordinaten dea 
Berührungspunctea der Tangente mit dem Kreise durch x' y\ so 
ist nach Aufgabe 66 

5* 
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Da sich zwei Beriihrungspuncte ergeben, ao sind auch zwei 
Tangenten möglich, welche der gemachten Anforderung Genüge 
leisten. 

Durch Substitution der gefundenen Berührunga-Coordinaten 
in (1) ergeben sich die Gleichungen der Tangenten 



(T-~a):c + laT+l)y= r 1/(1 -|- «»)(!+ I^) I _ ^ j 

Zusatz 1. Sollen mit der gegebenen Geraden die Tangen- 
ten parallel gezögen werden, so ist 5^0, also auch T= 0, man 

hat demnach 

ax - y = -rj/ TT^ 
und (tic — y = '■ |/l + ß^- 
Zusatz 2. Sollen die Tangenten auf der gegebenen Ge- 
raden senkrecht stehen, so muss iJ = 90", also T^oo aein. 
Setzt man daher im Systeme I. T=oo, dividirt aber früher durch 
T seibat, ao hat man 

(l- j). + (» + i);,= '|/a + «'l(A + l), 

(l - ?). + (a + i), = - .|/(l+«-)(i + l), 

und für 2'=co 

X + ap = rl/ l+g- 
und x + as = ~rVl+a\ 
Angabe 08. Es sollen an einen Kreis Tangenten gezogen 
werden, welche mit der Abscissenaxe einen bestimmten Winkel S 
einachliessen. Welche sind die Gleichungen dieser Tangenten? 
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Lösung. Es sei allgemein die Gleichung des gegebenen 
Kreises (x — p)^ -]~ [y — q)^ = r"^. 

Sind die zu suchenden Berühmngs-Coordinalen le y\ so ist 
(nach Äufg. 66) die Gleichung der Tangente 

{x — f){x' — p)-^r{y-~q){y'~-q) = r' . . . (a) 
oder y — q = — ^^{-b — j,) + -,L__, 

oder da -, — - = tang d = T 

sein soll, so folgen ans dieser und der Gleichung 

(/ — p)2 + iy' — q)^ = r^ 
die Werthe für ^' und y'. 

Diese Gleichungen aufgelöst, geben 



■ V-fH 



I. 



^ Vi ■\- T' ^ \ 

Diese Werthe in (a) snbstituirt, liefern die verlangten Glei- 
chungen. 

Zusatz. Da es immer für den Rechner sehr zweckmässig 
ist, die erhaltenen Resultate zu verificiren, so kann diess hier 
durch die speciellen Annahmen von iS = und ^^g sehr leicht 
bewerkstelliget werden. Man erhalt nämlich für J — 0, also T=0, 
au 9 I. 

ix ^ p, 
'y = -7 =t r, 
für ä = \, also r=oo 

\y' = q, 
wie es sein muaa. 

Anmerkung. Die Analogie der Aufgaben 67 und 68 fällt 
in die Augen. 

Aiifgalic 69. Man soll die Gleichung jener Geraden su- 
chen , welche zwei der Lage und Grösse nach gegebene Kreise 
berührt, 

Lösung. Es seien die Halbmesser der zwei Kreise R und )', 
die Entfernung der beiden Mittelpuncte =p. Da wir das Coor- 
dinatensystem frei wählen können, so benützen wir die Central- 
linie als Abscissenaxe, einen der Mittelpuncte als Ursprung, und 
senkrecht darauf die Ordinatcnaxe. 
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Nach diesen Annahmen sind die Gleichungen der zwei Kreise 

i> + j,» = ü' (1) 

(x-p)' '+!/' = '' (2) 

Nennen wir die Berührunffs-Coordinaten im Kreise (1) a:'^', 
in (2) ä!"i/", 80 sind die Formen der Gleichungen der Tangenten 
an (1) und (2) 

xx' + ^i = Ji' ... (3) oder y = ^i.x^f . . . (3') 
und {x~-p)ix"—p) + yf = T^ , . . . (4) 
oder y ^ pr- . « + ■ —^, . ■ - (* ) 

Sollen aber diese Gleichungen identisch sein, so muss 

y" ^ y 

und -' + Kr''^'' - ^ <6) 

V V 

sein. 

Da überdieae die Beziehungen besteben: 

^ „'■ + /■ = «' (7) 

(«" — pY + y"^ = v^ . . . . . (8) 
so reichen (Hese Gleichungen (5) bis (8) vollkommen aus zur Be- 
stimmung der Grüd-ien x, y, x", y . 
Aus (51 folgt x'J-^ = (x' — p). 

[x' — )■') in (8) eubstituit-t, gibt mit Riicksicht auf Glei- 
chung iT) 

f^ = *£ <»> 

Ana (6) Mgl 

p(i"-p)=Cie'- r\ 
oder nach (9) für das obere und untere Zeichen 

T{1i-r-)\ 

X — f = —^ — - 

, , /, r(iä 4 r) f f'*' 

und auch x — » = — - — = 

f p I 

Diese Ergebnisse in (a) in die Gleichung (8) gesetzt, geben 

für j," == d= ^ V>^ ~{R~ ry 

l ^ ) . ... iß) 

und auch y ^ dz - y-p'' ■— {li -\~ r)° 

Ferner folgt aus (5) 
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oder wenn man die bereits gerechneten Resultate benützt, 



Nach Substitution dieser Werihe in (7) folgt 



j/' = ± - ]/p-' — {R — r)^ I 



und p' = ± 1 1/p'^ — (it; + )-)M 
Aus den Systemen a, ß, y und S geht deutlich hervor, dasa 
vier Tangenten im Allgemeinen an die beiden Kreise möglich sind. 
Um die Gleichungen dieser vier Tangenten zu finden, hat 
man bloss nölhig, die Werthe von x' und y in der Gleichung (3) 
zu substituiren ; man erhält bo die Gleichungen vier gerader Li- 
nien, nämlich : 

(ß _ r) a, -I- Y p^ - (.fi - rf . ^ = Rp\ ^^^j 

(R _ r) .V ~ y p^-(R-r)\ y = Mpi '■ ' ' 
(R+r)a^ + ]/ p' -(R + r}'. y = Rp\ ^^^^ 

{R + r) ^ ~ Yp^ - {R -\- ry\ ,j = Spl 
Diese sämmtlicben Gleichungen sind reell, sobald p^(iä -{-»■) 
ist. Ist p^^ (_R-\-r), so fallen die zwei Gleichungen des Sy- 
stems (w) in eine einzige zusammen, nämlich in die Gleichung 
a!-=R, und diess ist die gemeinflchaf fliehe Tangente im Beriih- 
rungspuncte beider Kreise. Schneiden sich die beiden Kreise, 
d. h. ist p <:ß + »'> wobei aber noch immer p> (fi — r) sei, ao 
sind bloss die Gleichungen des Systems (m) reell , man bat also 
in diesem Falle nur zwei mögliche Tangenten an die Kreise. Ist 
p = ß — j-, <i. h. berühren sich die Kreise von innen, so reduci- 
ren sich die Gleichungen (m) auf die einzige s:-=Ji,, und diese 
ist offenbar wieder die Gleichung der im Berührungspuncte der 
beiden Kreise gemeinschaftlichen Tangente. 

Die Gleichungen (»»} repräsentiren die sogenannten äusse- 
ren Tangenten, und die Gleichungen (w) die inneren Tangenten. 
Setzt man in den Gleichungen des Systems (m) !/r=0, so 
folgt aus beiden Gleichungen 

. _ Jip 
^' " ii-r' 
in den Gleichungen (*i) i/ = gesetzt, fallen auch hier die bei- 
den Durchschnittspuncte zusammen, denn man erhält als die ge- 
rn clnschafi liehe AbseiBBe j: := „ J^ ■ 
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Diese gemeinscliaftlicheo Durchschnittepunete der Tangenten 
in der Centrailinie oder ihrer Verlängerung nennt man Aehniich- 
keitspuncte. . Es ist leicht zu ersehen, daaa der Aehnlichkeifa- 
punct für die inneren Tangenten innerhalb der beiden Kreiemit- 
telpuncte selbst fällt, für die äusseren Tangenten jedoch in der 
Verlängerung der Centrailinie iiegf. 

Zusatz. Für R:=r hat man aus (m) 
± py = Rp 
oder y == ± R; 
dieas sind die Gleichungen zweier mit der Absciasenaxe parallelen 
Geraden. Der Aehnlichkeitspunct dieses Tangentenpaarea liegt 
in unendlicher Entfernung. 

Man hat ferner für dieselbe Annahme aus den Gleichungen (?i) 
2Rx + Vp'' — ^R^.y = Rp 
und 2Rx — Yp^ — 4 R", y = Rp; 
für den Absiaud dea Aehnüchkeitspunetea hat man ic = -^. 

Aufgabe TO. Es soll die Grösse des Winkels im Halb- 
kreise bestimmt werden. 

Lösung. Die Gleichung des Kreises sei 

»■ + y' = ''' (1) 

Nehmen wir in der Peripherie des Kreises den willkürlichen 
Punct x y an, und verbinden ihn mit den Endpuncten des Durch- 
messers, so entsteht ein Winkel im Halbkreia. 

Da die Endpuncte des Durcbmeasers die Coordinaten 
l i: =^ r , iX = — r 

hahen, so sind die Gleichungen der Schenkel dea Winkels 

und y — y = ■^^^ {x — x). 
Nennen wir den Neigungswinkel d, so hat man 



oder reducirt tang d == —~ =^ oo, 
woraus aofort folgt, dasa der Neigungswinkel oder der Winkel 
im Halbkreise = 90" ist. 
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Aufgabe 'S I . Durcli den Ponct 
M, ß, der clwa ausserhalb des Krei- 
869 a;= + !/* = ?■' . . {]) 

angenommen werden soll, ziehe man 
irgend eine Secanfe an den Kreis, 
und bestimme das Prodiiot der so 
entstehenden Segmente AM, BM 
(Fig. 25). 

Lösung. Die Gleichung einer 
Geraden, die durch J/ geht, ist 

y~^ = a{x — a) . . (2) 
sucht man den Durchstchnitt dieser 
Geraden mit dem Kreise (1), ho findet man nach Auflösung die- 
ser Gleichungen 




. a (aa-J3)± W 



und V = - 



-a< i)±a-^ 



1 + a" 



{3} 
wobei W = y'r'a + a'') — {aa.~ß}'. 

Um die Distanzen AM und BM aufzustellen, hälfe man 
sich an die Kelation 

(i-ß)= + (i/ — (3)2 = 7m' .... (4) 
oder für das zweite Zeichen {x — «)' + (y ~ ß)^ =^ BM . 
Es folgt aus den Gleichungen (3) 



r — « = - («g + « ) ± t 
1 + a' 



und 



-a(aß + ^-)±aW 



Man bekommt sonach nach Formel (4) 



\ + a 



AM = 



{•'ß + ^r- 



■2(aß 



a) W + W 



(1 + a'r 



und für das untere Zeichen 

(aß + «)' + 2(»f! + <') 17+ ff" 

2m.bm = ^S5J1+^1^^^ 



BM ■■ 



woraus folgt AM . BM = ^-^~y + ^) ^' ' 



oder V 
wird, 



für W^ der Werlh T-^il + a") ~ (aa — ß)'^ gesetzt 



AM . BM = «2 ^ ß^ — ^^ . . . . I. 

Wir werden hier gewahr, dass das Product dieser Segmente 

AM . BM vollkommen unabhängig von a sei, d. i. der Richtung, 

unter welcher die Secanfe gezogen wurde. Diese Relation I. gilt 

also für alle durch den Punct M gezogenen Seeanten, und kann 
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die Potenz Jes Punctes M in Beziehung auf den gegebenen Kreis 
genannt werden. 

Zuaatz. Man Iiäfte, ohne der Allgemeinheit dea erzielten 
Resultates zu schaden, die Abscissenaxe durch den gegebenen 
Punet M und den Mittelpunct des Kreises legen können, ■wodurch 
die Rechnung etwas einfacher ausgefallen wäre. In diesem Falle 
wäre also das Ergebniss AM, BM=: «^ — r*. 

Aufgabe 12. Man ziehe in, einem Kreis eine Sehne und 
conatiuire an den Endpuncten derselben Tangenten; ziehe ferner 
jenen Durchmesser, der die Sehne selbst halbirt, ao schneiden 
sich die erwähnten Tangenten in demselben verlängerten Durch- 
messer, 

Fig. 26. Lösung. Die Gleichung 

des Kreises sei j;^-|-y*=r^, 
die Coordinaten der End- 
puncte M und N (Fig. 26) 
der Sehne beziehungsweise 
!■' y' und .t" y". 

Man hat demnach die 
Gleichung der 



hat man die Coordinaten des Punctes 



Der Punct K, als Halbirungspunet der Ü/A', hat die Coor- 
dinaten 

~ ■-'' + ^" 




und <I,r 






A'P...,T 


<.■"+.?/—■'. 


m 


Löst man diese Gleich 


un- 


gen nacli 


X und y auf, 


so 


P 


y'i" — y"x' ' 






Setzen wir die Coordinaten des Punctes P in (3), so ( 
übriget uns noch die Richtigkeit der Gleichung 



yGoosle 



Der Ausdruck auf der reeliten Seite dieser Gleicliui 
eirt, gibt 



(/ + /') r>(,»l-,0 

D» ..'-^ + y'« = t' 
und auch te"^ -\- y"^ = r', so liat man 






1/' 
daher 



'IKl 



l!L_ 



- ■ C-^" - ^'] 



ti' + r") (y' a;" — j(" i') j' r" — y" x ' 

Dieser Ausdruck siimmt mit dem liaker Hand überein. 

Aufgilbe 73. Innerhalb eines gegebenen Dreieckes ABC 

ist ein Punct derart aiiszumitteln, dass die Verbindungslinien 

dieses Puncfes mit den drei Eckpuncten des Dreieckes gleiche 

Neigungswinkel einscliliessen. 

pjj,_ 27. Lösung, Benüfzen 

wir, wie in Fig. 27, AB 
als Abaclasenaxe, durch 
den Punct A gehe sonk- 
recbt darauf die Ordi- 
natenaxe. Nennen wir die 
Coordinaten des Punctes 
(B y, die des Punctea 
B 3; = ö, ^ =^ 0, nnd für 

Stellen wir vor allen 
die Gleichungen dieser 
drei Verbindungslinien 
AO, BO, CO auf, «o 
bat man fttr 




SO 



CO 



;<■«' 



-1), 



Man hat die Tangente der Neigungswinkel der Geraden 
^ und iä 



I + : 



wobei aber T = fang 120" = — 1/3, da nämlicb jeder der dre 
Winkel J von 360" in Anspruch nimmt. 
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Obiger Ausdruck rediicirt, gibt 

*'' + y'^ - '!'«' - f.'/ = ... (1) 

Es ist nun ohne iveiters klar, daas der fragliche Punct in der 
Peripberie dieses Kreises (1) liegen müsse. 

Ferner ist leicht zu ersehen, dass obiger ICreia durch die 
Puiicte A und B gehen muss; was die Fixirung des Mittelpunctee 
betrifft, so hat man für die Abscisse desselben p ^ „, für die 
Ordinate q =^ — , oder q ^ — ^ Der Radius dieses Kreises 

Für den Neigungswinkel der Geraden A und CO hat man 



wobei T'= tang 60*> = 1/3 ist. 

Diese Gleichung vullsfäodig reducivt, bekommt ninn 

^■" + s' - (. - |,)«' - (p + i)s' = ■ ■ 

Der Pimct gebort also auch der Peripheiie dieses Kreises : 
Für die Lage und Grösse dieses Kreises hat man 



■■w+ 



V3' 



sobald AC durch b bezeichnet wird. 

Zusatz. Um die Gleichung (!) leicht construiren zu kön- 
nen, beschreibe man eich über der Linie AB, aber nach abwärts, 
ein gleichseitiges Dreieck ABD, und umschreibe diesem Dreiecke 
einen Kreis, so repräeentirt er die Gleichung (1). 

Der Kreis (2) geht durch die Puncte A und C, indem die 
Gleichung durch die Coordinaten dieser Puncte identisch wird ; 
und was die Construction dieses Kreises anbelangt, so wird sie 
wieder bewerkstelliget, wenn man über der Seite A C ein gleich- 
seitiges Dreieck zeichnet, und um dieses einen Kreis beschreibt. 

Die so construirten Kreise schneiden sich sowohl im Ur- 
sprung und dann im Puncte 0, welcher sonach der gestellten 
Anforderung entspricht. 
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Um die Hichtigkeit des angegebenen Consfructiona- Verfah- 
rens nachzuweisen, genügt es offenbar zu zeigen, daas die Puncte 
Z* und -E beziehungaweiee den Kreisen (1) und (2) angehören. 



Man hat für D 



, und diese Werthe genügen 



1 der That der Gleichung (1). 

Man hat ferner mit Eückeieht auf die Figur für den Punct 



E die Coordinaten 



demnach sin la 



(— ic = & cos OJ, 
1 y ■= h äiaa, 
= ]80 — (60 4- ^), 
tang (60 -{-A) = — 



. gV3- » 



E[ 



_ ß + «1/3 



Substituirt man die Werthe von E in die Gleichung (2), eo 
wird sie identisch. 

Aufgabe 74. Zwei Linien a und b sind der Lage und 
Grösse nach gegeben; man soll jenen Punct bestimmen, von wel- 
chem jede der Linien unter einem Winkel von 45" gesehen wird. 
Lösung. Versetzen wir 
den Ursprung des rechtwinkeli- 
gen Coordinatensystems in den 
einen Endpunct der Linie a, 
und ihre Verlängerung sei die 
Abacissenaxe (Fig. 28). 

Es sei AO = a, BC=h, 
die unbekannten Coordinatendes 
Punotes M seien x y ; ferner 
für den Punct 




B\ 



'II 



C 



ly 



= 0' 



Die (ileichungen det Verbindungslinien sind : 
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OM 
AM 



CM 






■ y 



- w). 



Ferner hat man, wenn eine Relation für den Neigungswinkel 
AOM aufgestellt und gleichzeitig auf Null reducirt wird, 

^/2 ^ y'^ — a^' ^ ay = . . . . (1) 

Dieser ICreia ist offenbar der geometrische Ort aller Puncte, 

welche, mit den Puncten und A verbunden, Winkel von 45" 

geben. Dass dieser Kreis durch die Puncte und A geht, ist 

leicht einzusehen , die Construction desselben selbst sehr einfach. 

Man findet gemäss der zweiten Bedingung 
^.■■2 + j/'* — (a'"— ^" + a;"'+s(''')«' ~ix"-\-y"--a;"'-\-y"')T/' -J- 
-\- x" x" — x'" y'" -\- ä!" /' + y" y'" = ... (2) 
Dieser Kreis geht wieder durch die Puncte B und C, wovon 
man aich leicht überzeugen kann. 

Es versteht sich von selbst, dass die Durchschnittapuncte 
der beiden Kreise, wenn überhaupt ein Durchschnitt erfolgt , der 
in der Aufgabe gestellten Anforderung genügen. 

Aufgabe 75. Eine gerade Linie ist gegeben, und ausser- 
halb derselben zwei Puncte ; man soll in der gegebenen Geraden 
einen Punct derart finden, dass die Verbin dun gel in ien desselben 
mit den gegebenen Puncfen einen gegebenen Winkel ro ein- 
schtiessen. 

Lösung. (Fig. 29.) Nennen 
wir die Eatfemung der gegebenen 
zwei Puncte A und B, 2e, nehmen 
wir den Halbirungspunct der AB 
als Ursprung des rechtwinkeligen 
Co ordinalen System?, die verlängerte 
AB selbst als Abscissenaxe. 

Der zu suchende Punct M habe 
die Coordinaten x'y, so sind die 
Gleichungen der AM und BM 

y — y= T^— (« — x) 





rig 


2D. 






y 




'^ 




.- 


/ 1 






/ 






/ 






\ 
\ 


A 


" 




B " 



:' + . 



und 



-{.t — «), 
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dfiher 

tang 0) = r = „ l'i ; .... (1) 

Um noch eine Gleichung in x y aufzustellen, so sei die 
Gleichung der gegebenen Geraden y = ace -\- h , und da der Punct 
M m dieser Geraden liegen so!], so muss ferner Stalt finden 

y' ^ ax ^ h (2) 

Die Gleichungen (1) und (2) gehörig verbunden, liefern die 
passenden Werthe von nl und y. 

Da die Relation (1) x^ + V^ — -4;y — e' ^= einen Kreis 
bezeichnet, so entsprechen im geometrischen Sinne die Durch- 
schnittepuncte der gegebenen Geraden mit dem Kreis. 

Die Construction obigen Kreisea ist sehr leicht ausauführen, 
wenn man bedenkt, daas er durch die Puncte A und B geht. 
Ferner hat man fik die Abaciese dea Mittelpunctea a; ^^ für die 
Ordinate ^, der ßadiua des Kreises ist = ^il/l + T'^. 

Da die vorgelegte Aufgabe nicht unter allen Umsiänden ge- 
löst werden kann, so wollen wir kurz jene Bedingung ermitteln, 
die ihrer Auflösung zum Grunde liegen muss. 

Für den Durchschnitt der Geraden mit dem Kueise hat man 

-v — « (« - i y) ± V^' T' + g' e' r + "■ .^'-^i^' T' + 2beT 
^ ~ T(l-t a'i 

Da uns überhaupt nur um den Ausdruck unter dem Wurzelzei- 
chen zu thun ist, so brauchen wir den Werth von y nicht auf- 
zustellen. 

Aus dem Wurzelauadrucke folgt nun, dasa beziehungsweise 
ein oder zwei Durcbschnittspuncfe sich ergeben werden, wenn 
e^T^ + aH^'T' + a^e^ — b^ T^ + 2beT ^ ist. 

Wird hier e'^ addirt und auch wieder aiibtrahirt, so laast 
aioli der ganze Ausdruck auf die Form bringen: 

und diess bildet sofort die Bedingung, dass ein oder zwei Puncte 
von der verlangten Eigenschaft sich ergeben. 

Aufgabe 76. Von einem gegebenen Punct aua soll an 
einen der Lage und Grösae nach gegebenen Kreis eine Secanto 
so gezogen werden, dass die daiiurch entstehende Sehne die ge- 
gebene Länge 2 s erhalte. 

Lösung, Der gegebene Kreis sei durch die Gleichung 

:,' + !,'-,' (1) 
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gßgeben, die Coordinaten des gegebenen Punctes seien ^y\ ao 
ist die Gleichung der Geraden durch dieaeii Punct 

y — y = a{m—o:) (2) 

Verbindet man die Gleichungen (1) uud (2), so folgen für 
die Diircliachnittspuncle die Coordinaten 



fl(ni-y)± V,.^I +<!') 


— («!■'— ,l/)^ 


1 + fl» 


fo-"*)±oV,-»(l +..=) 


1 — (üi'~,c'/ 



1 + a" 

'Nennen wir den Wurzelausdruck W, so folgt für die beiden 
DurchschnittspuDcte der Geraden mit dem Kreis 

r+^;i — ' l» = — r+^i — ■ 

Für die Diatanz dieser beiden Puncto hat man 
oder da jt/ j¥ '= 2 s sein so]], 



a{ax' 


->,-) + w 


(y- 


1 + «^ 



2. = .y7' 






Hieraus folgt für a = "' ^' '^ ^^''' "'^^^fV^'j' '^ '' ^ ''^ - ... (4) 

Diese letzte Gleichung bestimmt die ßichtung der Secante, 
Soll die Aufgabe überhaupt ausführbar sein, und diess ist so lange, 
als man für a einen reellen Werth erhält, so muss, da offenbar 
2s höchstens gleich 2r sein kann, ()■' — s^) demnach immer po- 
sitiv ausfallen ; so folgt auch noch x'^ + y'^ > r^ ^ s". 

Diese lefzte Bedingung wird an und für sich schon erfüllt, 
sobald der gegebene Punct ausserhalb dea Kreises liegt, da in 
dem Falle x'^ ~\- y'^ >■ r^, also a'* -|- y'^ nunmehr grösser als 
r^ — s^ sein wird. 

Liegt der Punct x y' innerhalb der Peripherie des Kreises, 
80 folgt aus 3,'' + y'^ — (r" — ~ s^) 5^ 

gü ^ J.2 — [x'^-\-y'^), wobei r^ > x'^ + y'^. 
Die kl einst möglichste Sehne folgt aus der Gleichung 
b' = <■'- (V + y''). 

Diese kleinste Sehne ist dann die durch den betreffenden 
Punct auf den zugehörigen Eadiua senkrecht gezogene Sehne. 
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Zusatz 1. Soll 2.^ = sn' 



Bei dieaer Wahl von a taiigirt die Gerade (2) don Kreis. 
Für Puncte ausserhulb, wo also !b'^ -\- y"^ > r" ist, kann die An- 
forderung 2s oder a = immer gestellt werden, dann aber nicht, 
wenn der Punct innerhalb des.ICreiaea angenommen wird, wna 
mit der unmittelbar vorhergehenden Betrachtung genau überein- 
stimmt. 

Zusatz 2. Für 2s = 2)- oder s = r folgt a = -~,, demnach 
heisst die Gleichung der Secante %j — y' = ■^, (a> ~ a"), oder rc- 
ducirf, y =~. . X. 

Zusatz 3. Soll durch den gegebenen Piinct eine Secanto 
an den Kreis derart gezogen werden , daas der von der Sehne 
abgeschnittene Bogen - der Peripherie beträgt, so hat man, wenn 
der Bogen 2J genannt wird, 

2Ö : 2r3E = 1 : «, A = ^, 
oder Ist der der Sehne 2« entsprechende Mitlelpnnctswinkel 2m, 
so folgt s = r8in-, und dieser Wcrih in (4) gesetzt, gibt 



i ^= r cos -. 



rür n^=2, also m = , folgt wie vorhin a = ^ . 

AiiTgabe 71. In der Peripherie eines Kreises ist ein Pnnct 
gegeben, man soll durch denselben eine Sehne ziehen, welche 
dnen bestimmten Abstand vom Mittelpuncte hat. 

Lösung. Der Kreis sei durch die Gleichung w'^-{-y^ = 'r^ 
fpgeben, der bestimmte Abstand des Mittelpunctes von der Sehne 

Ist die Gleichung der Sehne p — i/ = a{x — tu'), so ist der 



diese Enifernung ^:^e sein soll, so hat man für die Bestimmung 
von a die Gleichung 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichung .li'^ 4~ y" =" ''* 

H«barl, BoHiilolBJimnil, am dar iinaiyt. Oeometrio. 6 
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woraus sofort folgf, dasa zwei Sehnen von der verlangten Eigen- 
schaft durch den Punct x y gezogen werden können, 

Aufgabe 18. Innerhalb eines Kreises ist ein Pnnct ^y 
gegeben; man soll durch denselben eine Sehne ziehen, auf dass 
sie in diesem Punct haibirt wird. 

Lösung. Die Gleichung des Kreises sei wieder x^ +y* ^ ''S 
die Gleichung der zu aucheoden Sehne y — y = a(i — x)', diese 
Gerade mit dem Kreis zum Durchschnitte gebracht , liefert für 
die Durchachnittapuncte nach Aufgabe 76: 

«(«i'-Vl+Tf f °[a:^'-,v')-F - 

= 1+«" ' J ^^ ^ 1 + »' ' 



un der Punct m y der Hai birungs punct der Linie ; 
soll, so mues 



und 



', +g. 



Dividirt man diese beiden Gleichungen durcheinander, so folgt 

- = — a, 
y 
demnach ief die Gleichung der Sehne 

y — y' = —^.{m — a!). 

Nun aber ist die Gleichung des durch x y gehenden Halbmessers 

y^^.o!, folglich steht die gesuchte Sehne im Puncte le y 

senkrecht auf dem zugehörigen Eadius. 

Aufgabe 19. Es soll zu zwei Kreisen eine gemeinschaft- 
liche Secante gezogen werden, ao zwar, dass die in jedem Kreise 
entstehende Sehne die Länge 2 s bekommt. 

Lösung. Wie einem Kreise vom Halbmesser v eine Sehne 
von der Länge 2s eingezeichnet werde, ist genugsam bekannt. 
Construirt man diese Sehne in beliebiger Lage, ao werden alle 
diese Sehnen Tangenten eines Kreises bilden, dessen Halbmesser 
"[/r-i , — g2 ggjQ wird. 

Hat man demnach zwei Kreise von den Halbmessern R 
und ]i, ao sind die lliilbmfaser jener zwei Kreise, an welche die 
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Tangenten gezogen die Sehnen 2s abschneiden, 

e = T/i£^ - s= und Q = yR'^^-s\ 
Haben sonach die gegebenen Kreise die Gleichungen 

at^ -\- y^ = R' und (,t — p)^ -^ y^ = R'^, 
so leistet man der gestellten Aufgabe vollkommen Genüge, wenn 
man an die Kreise 

ar" + y^ = p2 und (« — p)" + j(^ = p'^ 
die betreffenden Tangenten zieht. 

Aufgabe 80. Man soll jenen Kreis ausmitteln, der durch 
einen bestimmten Punct geht und eine gegebene Gerade berührt. 
Lösung. Um die Lösung die- 
ser Aufgabe am einfachsten durchzu- 
führen, nehmen wir die gegebene Ge- 
rade als Abeciasenaxe (Fig. 30), durch 
den gegebenen Punct darauf senk- 
recht ziehen wir die Ordinatenaxe. 
Ist der Punct M der Mittelpunct des 
zu suchenden Kreises, so muss offen- 
bar die Bedingungsgleichung Statt 
ßnden : 

AM = MF; 







Fig. 30. 
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sind nun die Coordinaten des Punctes Ä \ 



und die des 



Punctes M überhaupt x und y, so hat man die Gleichung 

^'^ 4- iy — y')^ = f 

oder x^ = 2i/'(y — IJ (1) 

Dieas ist die einzige Gleichung, die man für die Lage des Mit- 
telpunctes aufzustellen vermag. Denkt man sich sonach die Glei- 
chung (1) conetruirt, so ist jeder Punct dieser Curve Mittelpunct 
eines Kreises, der die gegebene Gerade beröhrt und durch den 
gegebenen Punct geht. 

Die Gleichung (1) bezeichnet, vorläufig gesagt, eine Parabel; 
die Discussion ähnlicher Gleichungen findet man im nächsten 
Abschnitte, daher wir hier darauf nicht näher eingehen. 

Aufgab» 81. Es ist der geometrische Ort der Mittel- 
puncte jener Kreise auszumitteln, die zwei gegebene Gerade be- 
rühren. 

Lösung, Wir können uns hier kurz fassen und auf die 
Lösung der Aufgabe 16 verweisen, denn wir bekommen hier wie 

6* 
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84 



dort (ilfi geometrischen Ort <ler Kreismiftelpuncle zwei goradfl 

Linien, welche ünrch den Durchschnittspunct der beiden gegebe- 

nen Geraden gehen. 

Aiifgahe 82. Es soll der gcometriscbe Ort der Mitlel- 

punete Jener Kreise gesucht werden, welche eine gegebene Gerade 

und einen gegebenen Kreis berühren. 

Lösung. Man lege durch 
den Mitlelpunct des Kreises die 
Absciesenaxe (Fig. 31) senkrecht 
auf die gegebene Gerade , also 
die Ordinatenaxe parallel mit 
derselben, bezeichne die Enlfer- 
nung des Punctes von der 
Geraden durch e, die Coordi- 
naten des noch unbestimmten 
Miltelpunctes durch tu, t/, so ist 

und MP =^ e — a-, 
daher wegen MQ— MP 







m^. 31. 
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L 






m 




P 








r 




Ä ■ 






\ 




J 







Macht man diese Gleichung rational, ao folgt 

y' +^2{r-\-e)x -{r + er ^0 . . . (1) 
ala die Gleichung des geometrischen Orlea der Mittelpuncte jener 
Kreise, welche die Gerade und den Kreis berühren. 

Diese Gleichung (1) stellt wieder eine Parabel vor, deren 
Constructions-Elemente nach Aufgabe Ul zu berechnen sind. 
Ist das durch Gleichung (1) erhaltene Resultat vollständig? 
Aufgabe 83. Man suche den geometrischen Ort der Mit- 
telpuncte jener Kreise, welche zwei gegebene Kreise berühren, 

Lösung. Man lege, 
wie Figur 32 zeigt, durch 
die Mittelpuncte der bei- 
den Kreise die Absciaaen- 
axe, den einen Mittelpunct 
wähle man ala Ursprung, 
^ nenne die Strecke AO = e, 
T — r'=8 und e-^T^^m- 
Ea sei M der Mittel- 
punct eines Kreisea von der 
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verianefen Beachafeiiheit, söine Coordinateti i, 



MQ = Vx^ + y^ 



und j(/Q'= |/(a'--m}' +!/" - n 
uud wegen j):/ Q = M Q' 

T/ j-'' + ff ^ — »■ = V(^ — m)^ + ^^ — r' 
oder y^^ -h y" — Vi^ — w)* + ^/^ = ^■ 
Diese Gleichung rational gemacht und geordnet, gibt 

y g^ ■ ^ -t- gi ■ ■" 4^1 U . . . X. 

und dieas iet wieder die Gleichung des geometrischen Ortes der 
Mittelpuncte der verlangten Kreise. 

Sobald ni<iä ist, repräsentirt die Gleichung I. eine Hyperbel. 

Ohne uns hier in eine Discussion der Gleichung I. einzu- 
lassen, bleibt es doch interessant zu sehen, wie diese Hyperbel 
in eine Parabel übergeht, wenn der Halbmesser r = oo, d. h. der 
zweite Kreis in eine gerade Linie abergeht, Dass man hier ge- 
nau auf die Gleichung (I) in Aufgabe 82 kommen müsse, versteht 
eich von selbst. Zu diesem Behufe mittein wir uns die Grösse 
der einzelnen Coefficienten des Gleichung I. aus unter der be- 
reits gemachten Voraussetzung für )■' -- oo. 
. . Da tf = r — »■' 



Zähler und Nenner dieses Bruches durch r"^ dividirt und 
diinn / ^ oo gesetzt, gibt für ~r^ — = 0, d. i. der Coefiicient 
von x^; ferner 

«' ('"' ~ &') _ U + /) (e + r)(e ~,- + /) 

Dieser Bruch so behandelt wie oben, gibt 

endlich '--■'''' = il+j:Jl. -^+;l- , 
oder tut r=oo '"'-'•'' = (ä + r}'. 

Setzt man diese Ergebnisse in I. , au folgt die Gleicbung 
}' + 2(. + >-)a! - te+r)' = 0, 
nelclies genau die Glciclmeg (I) in Aufgabe 82 iet, wie es wohl 
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auch nioht aiidera seia kann, da sie sich nunmehr auf dieselben 
Umstände stDlzl;. 

Ist das in Aufgabe 83 eingehaltene Verfahren allgemein genug? 

Aufgabe 84. Drei Puncte sind ihrer gegenseitigen Lage 
nach gegeben; mitn soll durch dieselben einen Kreia legen. 

Lösung. Die gegebenen 



Ifig, 33. 




drei Puncte seien Ä, B und C 
(Fig. 33). Nehmen wir der Ein- 
fachheit halber den Punct A als 
Ursprung eines rechtwinkeligen 
Coordinatensysterae, durch zwei 
der gegebenen Puncte , etwa 
durch A und B, soll die Ab- 
scissenaxe gelegt werden. 

Nennen wir die Coordinaten 
des Mittelpunctes p und q, den 
Halbmesser *•, so iat allgemein 
die Gleichung des zu suchenden 
Kreises {x—'p)^-\-(y—q)^ = T'^- 

Da aber diese Gleichung für ic = und y = befriedigt werden 

muaa, so bleibt 

x^ -^ y"" — I px ~ 2q y = . . . (1) 

nnd *■ = Yp^ + 'f- 
Setzt man in dieser Gleichung (1) die Coordinaten des 
Punctes B, so kommt 

äi'^ — 2px' = 0, und hieraus p = ^ . 
Diess ist nichts anderes, als die Gleichung einer im Halbirungs- 
puncte der AB errichteten Senkrechten. 

Da der Kreis auch durch B gehen soll, so muss 
x"^ + y"^ — 2päi" — 27?/" = 
sein, und hieraus 



Diese Gleichung (2) lässt sich übrigens auf die Form bringen 

«^■S = -7'(p-9 ■ ■ • ■ (3) 

Dass dies aber nichts anderes als die durch den Halbirungspunot 
1) der Linie A C gehende Gerade ist, welche gleichseitig auf 
dieser Verbindungslinie senkrecht steht, iat leicht einzusehen, 
wenn man bedenkt, dass die Gleichung der Geraden 
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AC . . . y = '^ . 
iat, und die Coordinaten des Punctee _D, 



■ und ir sind. 



Der Durchsclinittepunct der Geraden (3) mit p = 7/ bildet 
demnach den Mittelpunct des verlangten Kreises. 

Obwohl man fiir die Construction den Halbmesser nicht 
weiter zu berechnen nöthig hat, 80 wollen wir ihn doch der All- 
gemeinheit wegen anführen. Es folgt aus r^^p'^-\-q^ 

Aufgabe 85. Zwei Puncte sind gegeben und eine gerade 
Linie; man soll jenen Kreis suchen, der durch die zwei Puncte 
geht uüd die gegebene Gerade berührt. 

Lösung. Benützen wir die 
'^' ' gegebene Gerade als Absoiasen- 

axe (Fig. 34), den Durchschnitts- 
punct derselben mit der durch 
die zwei gegebenen Puncte ge- 
führten Geraden als Ursprung, 
so wird in Anbetracht dessen, 
dass die Abacissenaxe durch den 
Kreis berührt werden muss, die 
Gleichung des zu suchenden Krei- 




(I 



Da ferner die Puncte A \ 



und 



5 1 „ Puncte dieses 



Kreises sein sollen , so müssen die Coordinaten derselben der 
Gleichung (1) genügen, und man hat demnach 
(x' — p)-* + (i/'~t)^ = r", 
(si'—p)'^ -\- (?/"—/)* = r^ 
Diese beiden Gleichungen würden sofort zur Bestimmung der 
Grössen p und r dienen. 

Einfacher jedoeh verfährt man auf folgende Art: 

Die Gleichung der Verbindungslinie AB ist y ^ ax, wobei 

Bringt man dieso Gerade mit lU^m Kreis (1) zum Durch- 
schnitt, so folgt 

(f + «2)..^'- - 2[p^aT]x ^- p' = 0. 
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Aua (litaer Gleiohunj^ lügeben sich (.lie Wiitztln x', x", nud 
es btietcheu dcmuacli die Kelalionen 

.,• + .,■■ = ii^ p, 

lu (3) über afitft u, ^ gesetzt, 

oder p = ± l/iLi^tiJ^ (4) 

Aua (2) folgt 

?■ ^^ . . . . (o) 

Was die Conatructioo do8 Ausdruckes (4) anbelangt, so be- 
merke mau mit Eücksicht auf die Figiii- 34 



..'1/r 



Nun ist aber AO .B0= 0M\ wobei ü/ der Berührmigi 
puuüt ded Kreises ia der Geraden ist, also 



0M=^ |/^"(^'yy') , 



: p. 



Du daher p daa geometrische Mittel zwischen den Stücken 
ÄO lind BO ist, so kann es leicht construlrt werden, und vom 
Daruhschniltspuncte der gegebenen Geraden und der Verbin- 
dungslinie aufgetragen, ergibt sieh der Punct M, und es erübri- 
get sofort nur noch durch die Puncte A, B und M einen Kreis 
zu ziehen. Vermöge des doppelten Vorzeichens von p ergibt 
sich aber auch nach der negativen x ein zweiter Berührungspunct, 
also auch ein zweiter Kreia, der denselben Bedingungen entspricht. 

Liegen die gegebenen Puncte auf verschiedenen Heiten der 
gegebenen Tangente, so ist die Losung unmöglich, da bei der- 
selben Annahme für das Co ordinaten System x oder x" negativ, 
also p selbst imaginär wird. 

Aufgabe 86. Es sind zwei Puncte gegeben und ein Kreis; 
man soll jenen Kreis suchen, der durch die zwei Puncte geht 
und den gegebenen Kreis berührt. 
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L ösuup;. Die gegebeaen Puncte haben boziehuiigaweiae die 
Coordiiiateii x y und iß' y", «ler gegebene Kreis sei durch die 
Gleichung bestimmt 

(«_„)" + (j,-|3)' = ,'. 

Nennen wir die Gleichung des zu sucbendea Kreises 

{" -!>)■•■ + (s-q)' = S' ■ ■ ■ ■ (1) 

SO hat man zur Bestimmung der Grössen p, q und R die drei 
Gleichungen 

(^' - v)^ ^ iy - 5)' = R^ I 

i^e" ~ P? -^ iy" - i})^ = R-" ... I. 

. (« -P)' + (13 - # = (r ^-R)^] 
Die drifte Gleichung stellt die Dietaüz des gegebenen und des 
zu euohenden Kreismittelpunctes vor, und zwar mit der Berück- 
sichtigung einer äussern oder Innern Berührung der Kreise. 

Diese drei Gleichungen des Systems I. reichen sofort hin, 
p, q und R zu bestimmen; setzt man diese Werthe in (I), so er- 
gibt sich die Gleichung des verlangten Kreises. 

Wir wollen hier den Weg der üechnuog verlassen und die 
Construction andeuten. 

In Aufgabe 64, Zusatz 3 wurde die Bemerkung gemacht, 
dasa wenn drei Kreise gegeben sind, und zu je zweien die Chor- 
dale conatruirt wird, so schneiden sich die drei Chordalen in ei- 
nem, einzigen Puncte. 

Auf Grundlage dieser Bemerkung ist die conatructive Lö- 
Denkt man sich den gewünsch- 
ten Kreis (Fig. 35) consfruirt, 



sung der Aufgabe sehr einfach. 
Kg. 33. 



und zieht überdieaa durch die 
Puncte A und B den IlÜfskreis 
0', der den gegebenen Kreia in 
den Puncten C und B schnei- 
del, so ist der Punct £! offenbar 
ein Punct der Ohordale dee ge- 
gebenen und des zu suchenden 
Kreises. Da aber der gegebene 
und der zu suchende Kreis sich 
berühren sollen, so wird man 
vom Puncto E an den gegebe- 
nen Kreie die Tangenten EM 
und EN ziehen, und die Puncte M und iV sind die Berührunge- 
puncte des gegebenen mit den gesuchten Kreisen, da sich nach 
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der Coiistruction überein Btimmend mit den Gleichungen I. zwei 
Kreise ergeben, welche der Aufgabe GeBüge leisteo. 

Schliesslich hat man wieder die Aufgabe zu lösen, durch 
drei bestimmte Pmicte einen Kreis zu ziehen. 

Aufgabe 81. Bin Punot und zwei Gerade sind ihrer Lage 
nach gegeben; man soll einen Kreis ünden, der durch den gege- 
benen Punct gebt und die gegebenen Geraden bei'ührt. 

Lösung. Eine der 
'^' gegebenen Geraden, Ox 

etwa , werde als Ab- 
scissenaxe, der Durch- 
schnittspunct der beiden 
Geraden Ox, OX als 
Ursprung benützt (Fi- 
gur 36). Auf dieses Sy- 
stem bezogen, seien die 
Coordiuaten des Punctes 
M, x y, die Gleichung 
des zu suchenden Krei- 
ses wird von der Form sein 

i.x~p)^ + iy-r)^ = r% 
oder entwichelt 

^2 -\- f - 2px - 2»-!/ 4- p^ = . . . (1) 
Bedenkt man ferner, dass der Mittelpunct des Kreises je- 
denfalls in der Halbirungölinie des Winkels a, liegen müsse, die 
Gleichung der Halbirungslinie aber y^^dx ist, wobei a'=tg^, 
HO folgt weiterbin die Beziehung r = dp; setzt man diesen Wertb 
von T in (1) und bemerkt gleichzeitig, daas der Kreis durch den 
gegebenen Punct M gehen soll, so folgt 

p« - 1{x'-Vdy)'p + ,r'^ + y'^ = 0, 

und hieraus 

p = *.' + dy ± l/(a'^— l)y^ + -idwy, 
folglioh r ^ d y + dy ± y'id^~\)y"' +2d xy''\ , 
wornach die Aufgabe analytisch gelöst wäre. 

Ohne diese gewonnenen Resultate weiter zu benützen, wol- 
len wir die Construction des gestellten Problems auf Aufgabe 85 
zurückführen. Führt man durch M eine Senkrechte auf C, 
macht DN=DM, so ist offenbar der Punct iV auch ein Punct 
dos 2« suchenden Kreises. Man hat sonach nur durch die Puncto 
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M und N eitlen Krei« zu legen, der eine (lor Linien, etwa Ow, 
berührt, ho muss auch durch diesen Kreia die andere Linie OL 
tangirt werden. Die zwei sich hier ergebenden Kreiae stehen 
mit obigen Kesultitten im Einklänge. 

Aufgabe 88. Ea soll deijenige Kreis gesucht werden, der 
durch einen gegebenen Puiict geht und eine gegebene Gerade 
und einen Kreis tangirt. 

Lösung, Wir nehmen die gegebene Gerade zur Abscie- 
senaxe, und den Fusapunct des vom gegebenen Kreiae gezogenen 
senkrechten Durchmessers als Ursprung. Sind die Coordinaten 
des gegebenen Punctea dy, die Gleichung des gegebenen Krei- 
ses ic^ -|- (y — jS)" ^ r^, und die des zu suchenden Kreises 
(x — p)^ + {y — R)^ = iJ^ so hat man zur Bestimmung der 
Grössen p und R die Gleichungen 

^'2 ^ y-i _ 2joa;' — 2Ry' ^- p« = . . (1) 
und j3' — »-a + p*. = 2iS(ß±i-) .... (2) 

Aus jeder dieser Gleichungen 2Ü gesucht, kommt man fttr 
p auf die Gleichung 

[(J3±r)-t,']p»-2*'(i3±r)p = y'(p»~»-^)2-(T'''-hy^)(i3±»-); 
hieraus folgt 



P:k'-')±yy'if^±r)[_r' 



-'+(y-^)'] 



Man ersieht sonach, dass im Allgemeinen vier Auflösungen 
eich ergeben, zwei Kreise werden einer äusseren, zwei einer in- 
neren Berührung entsprechen, wofür man beziehungsweise in (3) 
iß + r) oder (ß — r) zu nehmen hat. 

Um die Construction anzudeuten, wollen wir etwa anneh- 
men, daae bloss eine äussere Berührung Statt finden soll; wir 



l-ig. 37. 




können dann mit Rück- 
sicht auf Fig. 37, wenn 
wir uns den Kreis C 
gefunden denken , auf 
folgende Art vorgehen : 
Ist F der Berührunga- 
punct der beiden Kreiae, 
und ziehen wir die Li- 
nien AF und BF, so 
muas die Sehne G T der 
Durchmesser des Krei- 
ses C sein , nachdem 
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>. ö J-'T'=: 90" ist. Nach einem bekannten Satze ist aber 
GT\\AB, und Ja AB±Ox, so ist auch GT±Ox, also T 
der Eerührungspuncf. 

Zieht man die Linie AM, m folgt AN. AM= AF. AT, 
und da aus leicht begreiflichen Gründen sich um das Viereck 
J3 TF ein Kreis hesehreiben läset, so hat man auch 
AB .AO = AF.AT, 
also AN. AM = AO.AB, 

und hieraus AN = — ' - (4) 

Nach dieser Eelation läsat sich der Punot N auamitteln, 

und man hat nunmehr die Autgabe zli lösen, durch zwei Puncte 

einen Kreis zu legen , der überdiesa eine Gerade berührt. Was 

die Ausmltteluug des Berührungspunetes jf' betrifft, so hat man 

ST = ± \/SM . SN, 

daher p = OS ± V^M . SN .... (5) 

Um dieses Ergebniss analytisch nachzuweisen, folgern wir 

auö den Dreiecken AOS und MFS 

AO : MP = OS \ PS 
oder {ÄO ~ MF) : {OS~PS) = AO : OS; 
oder da ^0 — MF = j3 + j' — !/', 
OS — PS = X, 

AO = ^ ^ V ist, 



°^-fTV. 



(|3 + 




(ß + > 


')V^" + ia + y-yy 


= *■'* 


li + r-,J 
+ (P + r - ,J)' 



AS = 

Ä S = 

feiner A M 

oder AM = Vi'" + (P + •■ — j')', 

und tili nach (4) AN=^^^f^, so folgt niioh Sub»! 

betreffenden Werthe 

AN ^ 



■■ + OJ + r 



SN ^ AS — AN, 
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bflfituirt 
SN = 
demnrtoh 



und i'oducirt 

iß + r) Kß + r - yy ■ 



-,i/)[^^'- + (/3 + . 


-.»')■ 




V!.'(ß + r)[/'_, 


' + (f- 


■i/ri 


B + r-y 

Igt 


Vsff + 'll''-' 


•■ + 0- 


-..■)■] 



ySM. SN = 
Aua Gleichung (3) folgt 



oder p = OS ± T/SJi . 5iV, 
welches Resultat mit den In Gleichung (5) aufgestellten nunmehv 
vollkommen üb er ein stimmt. 

Zusatz. Verbindet man den Punet B mit dem gegebenen 
Puncte M, und macht im Uebrigen dieselbe Construction , so 
erhält man jene Kreise, welche den gegebenen Kreis von innen 
berühren, 

Aufgabe 89. Eä soll durch einen gegebenen Puncf ein 
Kreis gelegt werden, der überdiess zwei gegebene Kreise berührt. 

Lösung. Ks seien die Gleichungen der Kreise 
flr2 + j,« = r'= ... (1) und (a^ — a)" + / = /''' ... (2) 
die Coordinaten des gegebenen Puuctes a:'y'. 

Jener Kreis, welcher der Aufgabe Genüge leislen soll, habe 
die Gleichung 

Mit Rücksicht darauf, dasa der Kreis durch den gegebenen 
Punct geht, so wie für eine äussere oder innere Berührung hat 
man die drei Gleichungen : 

(/„pji! +-(/_^)^=. is^ .... m 

(d-p)^ + ?^ =- (r"±Rl^ .... (4) 

p« + 5^ = ir' ±}i)^ (5) 

Gleichung (3) von (5) subtrahirt 

2px' + 2(iy' — a.'" — /' = r'^ ± 2.r' IL 
Setzt man x'^ + /^ -j- r'^ = 2S, 

ao folgt px' + qij ^ A ±- r R . . . . (6) 
Gleichung (4) von (5) abgezogen 

._ ^-i _ ^"a ± 2r'iJ =F 2t" R, 



2ap ■ 



oder 



und 



Aua (7) 



■■ ^ ^^ = 2B 
. )■" = C gesetzt, 
: B ± CR . . 

n±cR 



(7) 
(8) 
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■ Werth in (6) subaiituirt, liefert fiir 



. (9) 
I natur- 



Diese Werthe fiir p und <f in (5) eubetiluirt , 
gemäas vier Werthe von R. 

Setzt man wieder die Werthe von R in Gleich. (8) und (9), 
so bekommt man die zugehörigen MitteJpuncts-Coordinaten. 

Aufgabe 90. Drei gerade Linien sind ihrer Lage nach 
gegeben; man bestimme jenen Kreis, der 8 ämmtli che Gerade 
berührt. 

Lösung. Nehmen 
wir eine der Geraden 
als Abscissenaxe , den 
Durchschnitt dieser mit 
der zweiten Geraden als 
Ursprung (Fig. 38). 

Es ist kaum des Er- 
wähnene werth, wie hier 
die Mittelpuncte berüh- 
render Kreise auszumil- 
teln sind. 

Es sei die Gleichung 
: Geraden, welche den Winkel a halbirt, 

y = aa; -4 (7, 

a = tang^, 

y == — h(x — x') . . . BO', 
wobei h=^taxigK und tu' die Abscisae des Punctes B bezeichnet. 
Nach Früherem ist bekannt, dass der Durchachnitt dieser zwei 
Geraden ÄO' und B 0' den Punct t/ liefert, d. i. den Mittel- 
punct eines die drei Geraden berührenden Kreises. 




Man hat für 0,! 



a-tb 



y bezeichnet gleich- 



zeitig den Eadius dieaes Kreises. 

Durch die Verlängerung der drei gegebenen Geraden und 
Halbirung der Winkel ergeben sich noch drei andere Kreise, 
deren JVIiitelpuncts-Coordinaten sind: 
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Wie aus diesen Ausdrücken für 0, bis 0, hervorgeht, so 
ist die LüBung der Aufgabe unmöglich, sobald die drei Geraden 
aämmtlich zu einander parallel sind ; eben so für x' = , d. h. 
wenn sieh die drei Geraden in einem gemeinschaftlichen PuncCe 
schneiden. 

Aiir]B;at>e 91. Zwei Gerade und ein Kreis sind ihrer Lage 
nach gegeben; man soll den alle drei Slücke tangirenden Kreis 
ausmitteln. 

Lösung. Eine der Geraden sei die Ahseissenaxe , der 
Durchschnitt beider Geraden bilde den Coordinatenanfang; die 
Gleichung des gegebenen Kreises sei 

(^ - ^)^ + iy - /5)^ = A 

die Gleichung des zu suchenden Kreises 

(X - p)^ + (y - 9)^ - R\ 
Bedenkt man, dass der Mittelpunct des Kreises in der Hal- 
birungslinie des Winkels ■liegen müsse, den beide Gerade ein- 
schliessen, so muaa, wenn die Tangente dieses halben Winkels 
mit a bezeichnet wird, R^=ap sein, wenn man nämUch noch 
berücksichtiget, dass q = R ist. 

Pör eine äussere oder innere Berührung der beiden Kreise 
hat man noch 

(a-p)' + (/*-*)' = (..=hü)= ... (I) 
Diese Gleichung verbunden mit 

E = ap (2) 

setzt uns vollkommen in die Lage, p und R berechnen zu können. 

Substituiren wir den Werth von R in (1), so kommt 

p'-%{^ + <,ß±ar)p = t' - •= - p, 

hieraus folgt 

p = (. + »|3 d= or) ± l/(« + o|3 =t ar)> + (r- - «' - |3>). 
Es ist ersichtlich, dass die Aufgabe vier Lösungen zulässt. 
Mit diesen Werthen von p bekommt man nach Gleichung (2) 
die zugehörigen Werfho von R. 

Für die Construclion ist es genügend, den Werfh von p zu 
kennen, der Ausdruck dafür lUast sich auch leicht conatrniren. 

Au%abe ft2. Eine Gerade und zwei Kreise seien gegeben; 
man bcstiinmci den zugehörigen tangirenden Kreis. 
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Lösung. Die gegebene Gerat^R bilde wieder die Abscis- 
senaxe, senkrecht darauf gehe durch einen der gegebenen Kreia- 
mittelpuncte die Ordinafeniixe. Die Gleichungen der gegebenen 
Kreise werden dann sein 

=>' + {y~hy = '", 
(»;-«)" + (j,-|3)' = r"'. 
Für den zu suchenden Kreis hat man 

{x-p)^ + {y-qf = E\ 
Berückaiehtiget man die einzelnen Berührungen , so erhült 
man zur Bestimmung von p und li die Gleichungen 

P^ -\-(E-ßr)' = (r=hli)^ ... (1) 
(p~^}^ + iR-ß)- = {T"±Ji)^ . . . (2) 

Aus (1) folgt 2Ä = el+£^', 

l'>\ 9 p _ p'-3^P + «^ + ^'- »-" 
„ [Z) „ 2K = ß_j_/' • 

Setzt man diese Ausdrficlie einander gleich , so bekommt 
man eine Gleichung für p, wofür beziehungsweise acht Werthe 
folgen können. 

Dass die Lösung der Aufgabe unmöglich sein wird , wenn 
die zwei Kreise auf verschiedenen Seiten der Geraden liegen, 
leuchtet von selbst ein; überdiess führt aber auch die Rechnung 
darauf, welche imaginäre Werthe von p liefert. 

Aufgabe !I3. Drei Kreise sind gegeben ; man beatimme 
jenen Kreis, der alle drei taagirf. 

Lösung. Es seien die Gleichungen der gegebenen Kreise 

«' + >/' = '■; (1) 

(i - «)■ + (y - P)' = .•: . . . . (2) 
(«-.,)' + (y-ß,)' = K ■ ■ ■ ■ (3) 
die Gleichung des fraglichen Kreises 

ix-pf + {y~q)^ = E'. 
Man hiit dann zur Auffindung der Grössen p, q und i? die G!ei- 
chunffen : 

p= + ,' = (Ä±r,)' (4) 

(p-.)' + (,,--W = (S±r,)' ... (5) 

,p_„)= + (<,-p,)'=(Ä±r,)« ... (6) 

Da die Auflösung dieser Gleichungen nicht ohne bedeutende 

Schwierigkeifen geschehen konnte, so wollen wir die Auflösung 

der gegebenen Aufgabe auf eine frühere zurückführen, und zwar 

dadurch, dasa wir uns die Berahrunga-Coordinafen im Kreise (1) 
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auazumitteln suchen; wir nennen sie x'y, und wollen efwa des 
Beispieles halber bloas eine äussere Berührung voraussetzen, 
denken uns also im Verlaufe der weiteren Rechnung in den Glei- 
chungen (4), (5) und (6) rechter Hand bloss die oberen Zeichen 
genommen. 

In Betreff des Beruh rungspuiictes haben wir noch die zwei 
Gleichungen 

x" + ?■' = •■; m 

(«■-p)' + {,'-,)' = i:' .... (8) 

Die Gleichungen (4) und (7) addirt und davon Gleich. (8) 
abgezogen, 

r»; + q,' = r,{R + r,) .... (9) 
Aus (4) und (7) folgt weiter 

•-. (ü+n) = )/£m^. VW+jS 

daher paj -f" qy = \/x"^ -\- y'^ . \^p^ -\- g*, 
oder rational gemacht, folgt 

P/ - «^' - (10) 

Diese Gleichungen (9) und (10) in Bezug auf p und q 
aufgelöst, gehen 

p ^ ^ — ■■ '' und q — i — ^ ' -^ , 

Zieht man ferner die Gleichungen (5) und (6) nacheinander 
von (4) ab, so kommt 

2«p + 2|3} - 2 h - ,-,) ü = a- + p» + (r, + rj (,, - r.) 
und 

2o!> + 2p',-2h~r,)B = »■■+>■" + (>., +.-.)(r, -r,), 
oder wenn man von diesen zwei Gleichungen beiderseits bezie- 
bungsweise Zr^ir^ — r^) und 2r^ (rj — fg) abzieht, 
2a.p 4- 2ßg - 2 (r, ~ r^) [R -\- r,) = a* + ß^ - (r, ~ r^y] 
2aV + 2j3V — 2 {r, —r,) (li + rj -= a'^ + ß'^ — (r. - ^3)^ 

Setzt man in diesen beiden Relationen für p und q die be- 
reits schon früher ermittelten Werthe, so folgt 
2 [»»■■ + ß!/'-r, (r, - r,)] (ü 4- •■, ) = n [-' + P' - (', —■,)'], 
2 [.V + ,SV-n(,,-r.)](i: + r,)=,,[.-+|3".-(r, -,.)■]. 

Aue diesen beiden Gleichungen durch Division S eliminirt, 
[«^' + py - r, (n -r,)] K' + /)" ~ (',-'■.)=] = 

= [»'«' + P',- - r, (.. -r.)] [«" + p- - h - ,,)•] . . (U) 
Die Gleichungen (7) und (11) enthalten ausser x und y 
keine anderweitigen Unbekannten , und können demnach für die 
Darstellung dieser Grössen dienen. 

Haberl, nciBpielsaniinl. Sua der auMyt. Geometrie. 7 
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Man erhält einfacher durcli Construction der Gleichung (11), 
die in Bezug auf die Grössen as' y vom ersten Grade ist, und 
demnach eine Gerade repräsentirt, durch den Durchschnitt der- 
selben mit dem Kreia si^ ■\- y'^ = r\ den verlangten Berüliruiigs- 
punct. 

Die Lösung der vorgelegten Aufgabe ist alsdann auf jene 
zurückgeführt, einen Kreis zu suchen, der durch einen bestimm- 
ten Punct geht und zwei der Grösse und Lage nach gegebene 
Kreise berührt. 

Was die Construction der Geraden (II) betrifft, so bemerke 
man noch Folgendes : 

Die Gleichung (11) wird identisch, entweder wenn 

„^' + ßy -r,{r,~T,) = . . . (12) 
und «'*' + |3>' _ ., (r, - r^) = . . . (13) 
oder 

a .r' 4- ß / - »-i (»-, - r,) = «= + J5« _ (r, _ r^Y . ■ (14) 
und ^WJrßy-T,ir,~r,) = ^''+ß''~{r,-r^r. .(15) 

Diejenigen Werthe, welche die Gleichungen (12) und (13) 
oder (14) und (15) gleichzeitig befriedigen, genügen auch der 
Gleichung (11). Da die Gleichungen (12) und (13) für sich wie- 
der gerade Linien vorstellen, so ist ihr Durchschnittspunet jeden- 
falls ein Punct der Linie (11). Dasselbe gilt von den Gleichun- 
gen (14) und (15). 

Durch diese beiden Durchschnittspuncte ist demnach die 
Gerade (11) bestimmt. 

Die Gleichungen (14) und (15) nehmen noch die passen- 
dere Form an: 

«('«'-») + ß(y'-ß) = ^,(ri~-^.)> 

«'(^' - «') + ß'iy'-ß') = r^{r, - r,). 
Aufgabe 94, Es ist die Bedingung aufzustellen, unter der 
ein Kreia durch vier gegebene Puncte gezogen werden kann. 

Lö.ung. ^j-:, S\^,. C{f. Dj^: seien die 
Puncte. 

Legen wir den Ursprung des rechtwinkeligen Coordinaten- 
systems in D, die Abscissenaxe in die CD, so folgt für die 
Gleichung des gesuchten Kreises der Form nach 

^^ + y" — 2pi>^ — 2q^j = . . . . L 

Für die Bestimmung der Grrössen p und q hat man die 
Gleichungen 
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^■' +y^-2p.r' - 2qy- = ... (1) 
^."a ^ j,"2 __ 2px" — 2 7 j/" =0 . . . (2) 

x"'^~ 2pic"'= (3) 

Au8 (3) folgt P^=Y'> '^"^ damit aus den Gleichungen 
(I) und (2) beziehungsweise für g 



2+y-.„,'^'" £l±Z2 



und 



daher 



'+?''- 



2/' 



oder äy"{!B—x") + y'y'iy'—y") = x" {a- y" —as" y) 
als die verlangte Bedingungsgleiehung. 

Aufgabe 93. Zu zwei gegebenen Puncten einen dritten 
derart zu bestimmen, dasa die Summe der Quadrate der Verbin- 
dungslinien einem gegebenen Quadrate gleich werde. 

Lösung. Wählen wir das Coordtnaten System ganz in der 
vorigen Weise, so haben wir, wenn das gegebene Quadrat etwa 
d" ist, die Gleichung 

{^^ + y^) + \_{x - x'f + y^-] = a-^, 
oder reducirt 

^' + ^' - xw' + "^-"^ =0 . . . (1) 
Diess ist wieder die Gleichung des geometrischen Ortes solcher 
Puncte, welche die verlangte Eigenschaft besitzen. 

Diese Gleichung (1) bezeichnet aber nichts anderes als 

einen Kreis, dessen Mittelpunct die Coordinaten l 2 hat, und 

17 = 
dessen Radius r 3= ^|/2a^ — x^ ist. 

Aufgabe 96- Ein Kreis und ein Punct Ä sind gegeben ; 
man soll einen Punet M von der Beschaffenheit suchen, dass, 
wenn der Berührungspunct der durch diesen Punct an den Kreia 
gezogenen Tangente B helsst, AM + BM = a^ ist. 

Lösung. Wählen wir das Coordinatensystem derart, dass 
der Mittelpunct des gegebenen Kreises der Anfangspunct ist, und 
die Abecissenaxe überdiesa noch durch den gegebenen Punct A 
geht. Wir nennen dann die Abacisae des letzteren «, die Coor- 
dinaten des Punctea M., a>' y, und die Gleichung des Kreises 
arü + j,a = r\ 

Sind die Eerührungspuncte der Tangente am Kreis jk' y , 
80 bestimmen sich dieselben aus den Gleichungen 

7* 



yGoosle 



100 

/; ^y"l = ^' (1) 

S! x" -{- y'y" = T^ ^ (2) 

Hieraus folgt, wenn man gleichzeitig auch nur eines der Zeichen 
berücksichtiget, 



und y" ^ 



y'-r'' — ^ 



^ + /' 



wobei W = l/a''^ + y* "~ ^^ ist. 
Mao hat eonach 

BM' = [x — x'Y + {y — y"y, 
oder auegeführt 

BM := x'^ -\- y"^ — r^ 
und 2S' = (oo ~- x'f + y'^, 

daher x^ -\- y* — ot«' -|- ^ = 

als Gleichung des geometrischen Ortea von Punoten der verlang- 
ten Eigenschaft. 

AuFgabe Ol. Ea eind zwei Kreise gegeben; man soll wie- 
der einen solchen Punct M finden , auf dass AM + BM = a* 
wird, wobei A und B wieder die BerUhrungspuncte der Tangen- 
ten an beide Kreiae vorstellen, und a^ ein gegebenes Quadrat ist. 
Lösung. Einer der Kreismitlelpunclo sei der Ursprung, 
die Centrallinie selbst die Abacissenaxe, die beiden Kreise haben 
die Halbmesser beziehungsweise *■ und v, die Coordinaten des zu 
suchenden Punctes M, seien x y. Man hat 
'aS' =^ x^ -i- y'^ — T^ 
und BM' = {x — a)2 + /» — r'^, 
demnach 

/'\+ j/''- »«■ + i («'-•■'-/"-<>") = 0. 

Dieas ist die Gleichung des geometrischen Ortes, der wieder ein 
Kreis ist. 

Aufgabe 98. Zwei Puncte sind gegeben ; man soll solche 
Puncte ansmitteln, deren Entfernungen von den gegebenen Puncten 
in dem Verhältnisse von m : n stehen. 

Lösung. Nennen wir die rechtwinkeligen Coordinaten der 
gegebenen Puncte x y' und x"y", eo sind die Entfernungen der- 
selben von dem Puncte x, y 

V'CiC — vc')* +,(?/ — /)* und ^/{'e—x")^+{y—y")^ 
sonach 

[d - /)■ + (s- „■)'} ■■ R" - »'> + (y - »")=] = ~' ■■ »", 
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hieraus folgt 

x' + s' — 2. ''^,Z"','' . « — 2 . '''iz'»'/' ■ y + 

+ •_lSil±>'Jl:rj;^yi+i2> = » . . . (i) 

Diess ist die Gleichung eines Kreises, und gleichzeitig der Ort 
für Punete der verlangten Eigenschaft. 

Man hat für die Lage des Mittelpnnctes 



und für den Halbmeaaer 

^ = ^^ V(^' - '^y + (/ - /)". 

Zusatz. Für n — m geht die Gleichung (1) über in 

,j __ = — _^___^ 1^^ _ --2—)'^ 

ala die Gleichung derjenigen Geraden, die im Halbirungspuncte 

der x' so', y y" senkrecht steht auf der durch die gegebenen 

Punete gehenden Geraden. 

Dieses letztere Ergebniss haben wir schon in Aufgabe 10 
gefunden. 

Anmerkung. Einfacher würde sich die Gleichung (1) 
noch ergeben haben, wenn wir die Abscisaenaxe durch die gege- 
benen Pnnote, und einen derselben als Ursprung gewählt hätten. 
Wie heisst dann die Gleichung dea Kreises? 

Aufgabe 99. Man soll den geometriachen Ort dea Schei- 
tels aller Dreiecke suchen, die auf einerlei Grundlinie, etwa 2g, 
aufstehen, und denselben Scheitelwinkel » haben. 

Lösung. Nimmt man die Grundlinie zur Abscissenase, 
und in ihrer Mitte senkrecht die Ordinatenaxe, so sollen bai ir- 
gend einer Lage dea Dreieckes die Coordinaten des Scheitels at 
und y sein. 

Die trigonome tri a eben Tangenten der Neigungswinkel der 
Selten des Dreieckes mit der Abaciseenaxe werden dann sein 

_^ und ■^^, 
sonach 
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^^ + y" — ^9 ■ cotang a,. y — ff^ = 0, 
die Gleichung des geometrischen Ortes 

p^O, g := g cotang a,, r = ^ cosec k. 
Aufgabe 100, Es sind n Puncte gegeben ; man soll zu 
diesen einen weiteren Punct derart suchen , dass die Summe der 
Quadrate der Entfernungen dieses Punctea von allen gegebenen 
einem bestimmten Quadrate «" gleich werde. 

Lösung. Die Coordinalen der gegebenen Puncte seien 

die des zu suchenden Fnnctes x und y. Man hat sonach die 
Quadrate der Entfernungen dieses Punctes von den gegebenen 

l{x^iCn)^ + {y-y.Y'\. 
Bildet man die Summe dieser Quadrate und setzt sie =;«% 
so kommt 

U-a:,)^ + {y-yd'' + ■ ■ ■ + (^-^«)' + (y-y^)' = < 
oder wenn Kürze halber gesetzt wird 

a-i + ^. + ^s + • • ■ + ^" = ^(^i)' 
2/1 + ya + y» + ■ • ■ + S'« = 2{yi). 
arj + 07= + a-^ + . . . -I- ^^ = -S^), 

y\ + yl + vi -\- • ■ ■ + yl = ^(pD^ 

BO kommt 

a;'' + j,'-52;(i,).i-52(y,).y + l[2;(«;)+i(j;)-a>] = 0. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass der Aufgabe wieder un- 
endlich viele Puncte genügen, die einem Kreis angehören, für 
welchen 

p = ^£(äi), q = ■ .S(j/i) und 



r = ; V'^K)^ + Hiy,)^ + ?i[a^ - 2;K) - £(yl)}. 

Anmerkung. Diese Aufgabe iuvolvjrt offenbar die Auf- 
gabe 95. 

Aufgabe 101- Es ist eine Anzahl von n Geraden gege- 
ben; man soll den geometrischen Ort eines Punctes suchen, der 
eo liegt, dass, wenn man von ihm Lothe auf die gegebenen Li- 
nien fällt und die Fusspuncte derselben durch gerade Linien ver- 
bindet, dadurch ein Vieleck von gegebenem Flächeninhalte / ent- 
steht. 

■X^ösuüg. Die Gleichungen der gegebenen Geraden seien 
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y = a^x -{- b.^, 

'y = 'a.^ + b,. 
Die Coordinaten des noch unbekannten Punctea seien ;»=» 
und y = ^. Die Fusspwncte der Perpendikel seien der Eeihe 
nach a^i y, , x^y^, ■ . , x^ya- Man hat sodann für die doppelte 
Fläche des ao entstehenden Polygons nach Aufgabe 59 



V = 



Es wird sich also jetzt darum handeln, die Coordinaten der 
Fusspuncte ausfiodig zu machen. 

Die Gleichungen der einzelnen Perpendikel sind offenbar 



!/ - ß = ~ -(' — ")■ 
Diese Perpendikel mit den beziehlichen Geraden zum Durch- 
sclinitt gebracht, erhält man 

'• i + .i ' yi - i + .ä 

g j /3 + j , . + t . 
1 + «S 



. o„'g + o„'^ + 6. 



Diese Werthe in I. suhstituirt, beljommt man für a^ den 
Coefficienten 

(1 + .';) (1 + <c;> + (1 taaci + nB + • • • + (i+ri) (! + <■;)' 

für aß 

(1 + »a (1 + -■) + (1 + »|}(1 + «D + • ■ ■ + (1 + ri) (t + a!) ' 
für ß^ 

(l + »»0 + "i) + (l+o?l(l + «y + ■ ■ ■ + (i+.'iXl +'»!)■ 
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(l + oild+oä) 
für ß 



M (1 + -, »,) j_ (<■, i. - . 



(i..-t,Hl+».°.l 



(1 + "!)(>+.•!) 



(1 + .") (I + o|) 
(.,i.-».i,10 + ».« 



endlich der Coefficieiit ohne a 
1 "1" f 



+ «.") (! + •!) 
„iß 

(^ - a,1 6„ 6, 



(1 + oi) (1 + oä) "1" (1 + oä) (1 + "ä) "^ ■ • ■ ^ (1 + «.'Xl + "B " ^•'' 
Man hat demnach die Gleichung des geometrischen Ortes 

in der Form 

Atii' + Bciß+ Cß' + Dii + Eß + F=(l ... (1) 
Es läast eich nun sehr leicht zeigen, dass diese Gleichung 

einen Kreis vorstellt, zu welchem Behufe aber bewiesen werden 

muse, dass A = C und B=:0 ist. 
Man hat für 

'-■. -J-J ! l + .J 





(1 + . 


1)(1 + . 


1) 11 + "?; ti + » 


) 






Ä - 


-« = - 


+ "! 


"+^ 








+ 


"+^ — " 


~+~^ 








+ - 

folglich 


Ä = C. 


-f^ 




Da fern 












-' (1 + «!)(! + 


ai) 1 + 


«S 


SO 


folgt 






U. S. W. 





+ -ri 






: 0. 



Die obige Gleichung (1) reducirt sich sonach auf 
A^' + Aß' + Da, + Eß + F = 0, 
welches die Gleichung eines Kreises ist. 
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Zusatz. Man sieht, dass die Coeffieienten ^ und ^i welche 
die Lüge des Mitteipunctes bestimmen, unabhängig sind von der 
gegebenen Fläche /, dasa demnach der Mitlelpunct des Kreises 
immer derselbe sein wird, wie gross auch immer die gegebene 
Fläche sein mag. 

Aufgalie 102. Es ist der geometrische Ort jener Puncte 
zu finden, von welchen die an einen der Lage und Grösse nach 
gegebenen Kreis gezogenen Tangenten denselben Winkel ein- 
schliessen. 

Lösung. Sind die Coordinaten des fragliehen Punctes a. 
und ß, die Berührungs- Coordinaten der zwei Tangenten an den 

Kreis Oi^ -{- y^ = r^ (1) 

dy und x" y", so sind die Gleichungen der Tangenten 

»-"-F-' + F (^* 

s- = -f - + ?•:•■• <» 

Nennen wir die Tangente des bestimmten Neigungswinkels 
fp etwa T, so hat man 

-^ + i 

r= L-^ (4) 



Zur Bestimmung der Berührungs- Coordinaten hat man die 
Gleichungen vk» + j/ß = r* 

und x^ -{- y^ = r", 
hieraus folgt 

ra — ßW 



y = » 



rß + ^- 



wobei W = VV + ß^-^- 

irt man diese Werthe in (4), so folgt 



rW = r^T 

1 + r» ± vn 



woraus ersichtlich ist, dass der geometrische Ort von Puncten 
der verlangten Eigenschaft ein Kreis ist, welcher mit dem gege- 
benen concentriech ist. 
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Was das doppelte Zeichen betrifft, 
spitze, das untere für stumpfe Winkel. 

Zusatz. Man hat für 9 = 90°, alsc 
o' + p^ = 2,'; 



gut das obere für 



für g) = 45° 
für 9 == 135" 



+ |3" = . 



wobei 



^ 2-6: 



1 -|- p^ = /'*, wobei /' = VOS.r. 

Aufgabt; 103. Wenn man durch einen Punct eines Durch- 
messers im Kreise Sehnen zieht, und durch die Endpuncte die- 
ser Sehnen Tangenten legt, wo ist dann der geometrische Ort 
der Durchschnittspuncte je zweier Tangenten ? 

Lösung. Die Gleichung des gegebenen Kreises mag 

j. + j,> = ,. . . . . . . (I) 

die Abecisse des gegebenen Punctes, den wir in der Absciasenaxe 
uns liegend denken, ib sein. 

Die Gleichung einer Sehne wird durch 

y = a{x — ^') (2) 

dargestellt, so wie die Gleichungen der Tangenten in der Form 
iex'^ -\- yy ~ 1 
xx 4- yy = t 

^ = ^^ y-^. (3) 

Ferner hat man, wenn (1) mit (2) verbunden wird, 



Aus diesen Gleichungen folgt 



y = > 



W= V^M + a^)- 



] +o 



Macht man in (3) die gehörigen Substitutionen, so bekommt 
man a' = - (4) 

Da nun x constant, d. i. von der willkürlichen Grösse a 
unabhängig ist, so folgt, dass alle Durchschnittspuncte je zweier 
Tangenten in einer Geraden liegen werden, welche im Abstände 
-7 mit der Ordinatenaxe parallel läuft. 

Aufgabe 104. Es iet ein Kreis, ein Punct seiner Peri- 
pherie und ein Winkel gegeben; man soll die Gleichung einer 
Geraden finden, welche durch den gegebenen Punct geht und 
den Kreis unter dem gegebenen Winkel schneidet. 
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Lösung. Eine Gerade schneidet einen Kreia unter dem 
Winkel ^, heisst so viel, dass die Gerade mit der an den gege- 
benen Punct im Kreise gezogenen Tangente den Winliel ip ein- 
schlieest. 

Ist die Gleichung des Kreises m^ -\- y'^ = r^, der gegebene 
Punct .v y\ 80 wird die Gleichung der fraglichen Linie 

y — y = a(x — x) (I 

sein, so wie die Gleichung der Tangente in demselben Punct 

i — r' + 7 '^' 

Man hat demnach für den Neigungswinkel der Geraden (1) und (2) 



tang gj == - 



hieraus folgt 



y + x tang !p ' 

Setzt man diesen AVerth in (1), so folgt nach kurzer Ke- 
ducfion 

X (le — y tang 9) ^r y {y' -\- ^' tang 9) = t^ 
als die Gleichung der gesuchten Geraden, welche den Kreis im 
Puncto a) y unter dem Winkel (p schneidet. 

Zusatz, Die Gerade (1) verlängert, schneidet den Kreis 
nochmals, und schliesst mit demselben den Winkel {180 — 9») ein, 
Fig. m. Aufgabe 105. Es 

!f sind zwei Kreise gege- 

ben. Man soll den Ort 
eines Punctes M finden, 
der so liegt, atif dass, 
wenn man durch M an 
die Kreise zwei willkür- 
: liehe Secanten zieht, die 
Producte der dadurch 
entstehenden Abschnitte 
gleich sind ; d. h. es muss 
nach Fig. 39 
AM.ÄM = BM.E'M sein. 
Lösung. Die Gleichungen der Kreise seien 
x* -f y^ = »-2 . . . (I) und (x~p)^ -}- y^ = r'^ . . . (2) 
die durch M gezogene willkürliche Secante hat die Gleichung 

y — y =^ aix — x) (3) 
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Verbindet man die Gleichungen (1) und (3), so folgt nach 
Aufgabe 71 

AM. AM = x"* -\- y'^ ~ r'^ . . . . (4) 
Verbindet man die Gleichungen (2) und (3), 80 folgt 



1 + »' 

— q/ _ a;' -t- y 



I. 



wo W = Yr'' (1 + a^) —{ax —ap — y')^. 
Man erhält dann, wenn die Distanzen BM und B'M ermittelt 
werden, 



und B'M = 



{p~ay~/)^ W 



daher BM.B'M = p" + y'^ +- x^ — »-'^ — Ifx . . (5) 
Dieses Product ist wieder constant, sobald der Punct x y 

gegeben ist. 

Soll aber AM. A'M = BM. B'M sein, so muse 

^■'a -I- y'a _ ^3 = p2 -j_ y'-i _^ /S __ y'8 _ 2p^', 

tind hieraus folgt 



'■•'+P' 



.... (6) 

d, h. der geometrische Ort aller solcher der Aufgabe Genüge lei- 
stenden Puncto iat eiue Gerade, parallel zur Ordinatenaxe. Daaa 
diese Linie (6) nichts anderes als die in Aufgabe 64 aufgestellte 
Chordale ist, iat einfach einzusehen. In der That geht die Glei- 
chung [y) der genannten Aufgabe in die Gleichung (6) über, wenn 
p = 0, q = 0, p'^p und g'=0 gesetzt wird. 

Aurgabe 106. Es ist die Gleichung einer Geraden 
y = mx -\~ rYl-^m^ gegeben, wobei jedoch m eine noch ganz 
willkürüche Grösse sein soll; indem man nun dem m die aufein- 
ander folgenden Werthe beilegt, soll man die so entstehenden 
Durchschnitte der aufeinander folgenden Lagen der Geraden an- 
geben. 

Lösung. Aendert aich in 

y = mx -\- r ]/l -\- Tti^ (1) 

nun m um den aehr kleinen Zahlenwerth a, so hat man für die 

nächste Lage der Geraden (I) 

y = (m + a}^ -!- rl/l + (m-^^r ... (2) 
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oder (2) redacirt und die zweite Potenz von a weggelassen, gibt 
i, = mo: + «^ + rl/r+^|/l-[-j^. 
Bringt man nan (1) und (2) zum Durchschnitt, so erhält 
man, 1/ 1 + ■ *"" , = 1 + , "^ _ gesetzt, 



und um uns von m unabhängig zu machen, eliminiren wir aus 
dieaen beiden Endgleiehungeu m einfach durch Quadriren und 
Addiren, so kommt 

x^ + !/" = '■^ 
d. h. der Durchschnitt je zweier aufeinander folgenden Lagen der 
Geraden (1) wird ein Punct dieses Kreises sein, oder die Durch- 
schnitt spuncte in ihrer Aufeinanderfolge erzeugen den Kreis. 
Aufgabe lOJ- Die Gleichung einer Geraden heisst 

m und n seien noch willkürliche Grössen, jedoch an die Bedin- 
gung m' + n' ^ 6* geknüpft; man soll die Curve der aufein- 
ander folgenden Schnittpuncte suchen. 
Lösung, Eine nächste Lage zu 

m:.- + "J/ = «' (1) 

ist (m + Ä)^ + (w + A)^ = a* (2) 

WO h und k sehr kleine Grössen bezeichnen sollen. 

Um eine Eelation zwischen h und k zn bekommen, muss 
noch der Gleichung 

(M _i- k)" + {« + n^ = b^ 

Genüge geschehen. Aus dieser Gleichung folgt aber 

l=-l (3) 

Löst man nun die beiden Gleichungen (1) und (2) wirklieh 
auf, sucht also den Durchschnittspunct, so findet man mit Kilck- 
sicht auf die Gleichung (3) 

^ = ~ und y = ^; 
erhebt man diese Gleichungen zum Quadrat und addirt sie, so folgt 

als die Curve der aufeinander folgenden Durchschnittspuncte. 
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Fig. 40. 
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Aufgabe 108. Die Gleichung eines Kreises sei (Fig. 40) 

{x-'pY •\- iy-q)^ = r^ ^. . ._ . , (1) 
man soll diese Gleichung für 
ein anderes ebenfalls recht- 
winkeliges Coordinatensystem 
trän s form! ren, wobei wir an- 
nehmen wollen, dass der Ur- 
eprurg derselbe bleibe, und 
die neue Abscissenaxe mit 
der Tiraprün glichen den Win- 
kel a einschliesae. 

Lösung. Da die trans- 
formirte Gleichung jedenfalls 
von der Form 

sein wird, wobei p und q 
die Coordinateii des Kreis- 
mittelpuncfes für das neue Axensystem bezeichnen, so genügt es 
p und g' zu suchen und in Gleichung (2) zu suhstituiren. 

Nach Figur 40 ist OP=^p, CP=q, OP'-=p', GP'=q', 
daher p = OB — P'R = OR — QP, 
p' =: p C08 tt — g sin K ; 
eben so g' = CQ -\- QP' = CQ -\- PR 
oder q = q cos a -|- p sin a, 
demnach heisst die gesuchte Gleichung 

(tc — p cos a. -\- g sin a)" -\- {y — g cos a — p sin a)^ = r^. 
Um einen allgemeineren Weg einzuschlagen, setzen wir in 
Gleichung (1) 

X = X cos a, -\- y sin «, 
y = y ao&a. — x sin » . 
Relationen, die sich aus der Figur selbst ergeben. 

Die Substitution ausgeführt und die Accente weggelassen, 
bekommt man 

(x cos a -|- y sin a — p)^ -|- (y cos a — a; sin a — q)^ = r^, 
oder reducirt 
a;» _j^ 2/3 _ 2 (p cos a — 5 sin a)x — 2 (p sin » 4- ^ cos «)?/-}- 

+ p2 -j- q^ = r^ 
welche Gleichung mit der nach dem zuerst angedeuteten Wego 
erhaltenen vollkommen übereinstimmt. 
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Fig. 41. 
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Aufhalte 109. Die Gleichnng eines Kreises ist wieder 

{fli — p)'^ ^ [y — qf = r"" (1) 

man soll die Gleichung dieses Kreises auf ein schiefwinkeliges 
Coordinatensystemmit deraCoor- 
dinatenwinke) 9 1 ran s form Iren, und 
zwar unter der Bedingung, dass 
der Ursprung und die Abscissen- 
axe unverändert bleiben, 

Lösung. (Fig. 41.) Wir 
können auch hier wieder einen 
doppelten Weg einschlagen. Je- 
denfalls wird die Gleichung des 
Kreises für das schiefe Axen- 
system nach Aufg. 62 die Form 
haben 
^* + 2/^ + 2 cos gu , te ^ — 2 (p -|- y' cos qu) 9; — 2 {q -^-f cos ff) -\- 

+ p'^ + §'^ + 2p'?'co8 9? = )-^ ... (2) 

wenn f q die Miftelpuncts-Coordinaten für das System x y sind. 

Es wird eich sonach nur darum handeln, f und q passend 

durch p und q auszudrücken und in Gleichung (2) zu substituiren. 

Aus Figur 41 folgt unmittelbar 

( p = p' + 5' cos g; , 
1 ^ = 9' sin 9D , 
daher p = p — q cotang (p 

und o'^ .^ ■■ 
^ smip 

Nach Substitution dieser Werthe in (2) folgt 

p + 9' cos 9) = p, 

g -\- p cos rp =^ p cos fp -\- q sin <p , 

p'*+ q'^ -\- 2p' q' co&fp ^= p" + 9^ 

demnach heisst die tranaformirte Gleichung 

x^ -\- y^ -\- 2 GO8 ip . xy — 2pa; — 2 (p cos 95 -f- 7 s'n 'p)y -\- 

+ p^^-q^ = r^ ... (3) 

Um den zweiten Weg anzudeuten, so folgt wieder für den 

1 1 1 <-. 1. \x = x' -\- y cos 05, 

Ausamtnenhang der Koordinaten j , . 

\y == y mxtp. 

Substituirt man diese Werthe von sc und y in (1), so folgt 

(a; + jr cos 9 — p)* + {y sin 9—7)* = »'S 

und reducirt 
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x^ -[- y^ -\- 2 cos qi . X1J — 2px ~ 2 ip cos (p + q sin qi) y -f 

+ ^* + y* = r\ 
Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung (3). wieder überein. 

Aufgabe 110. Es ist die Polargleichung des Kreises ab- 
zuleiten. 

Lösung. Denken wir uns den 
Kreis auf ein rechtwinkeliges 
Axensystem bezogen (Fig. 42), 
seine Gleichung sei 

■<!" + !/' = >■' . • • (1) 
und bemühen uns die rechtwin- 
keligen Coordinaten durch die 
Polar coor diu aten auszudrücken j 
diese Ergebnisse dann in (1) 
Bubstituirt, hat man die Polar- 
gleichung des Kreises. 

EsseiO'derPolundOVll (kc 

die Polaraxe. Sind die Coordi- 

Js, die rechtwinkeligen Coordinaten des 

! und MP^y, die Polar coor diu aten dessel- 
ben Puncfes Ä10'=u, %MO'x' = (p, so folgt 

X = rf -f- M C09(p, 





rig. 42, 
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naten des Punctes 0' \ 
Punetes M, OP=x 



und man hat, diese Werthe in (I) substituirt, 
(d -f- M COS 9))^ -\- (8 -\- u sin 9)® 



w^ -)- 2 M COS 91 -|- d sin 9 
i die verlangte Gleichung. 



1 + <i' + «' = • 
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Dritter Abschnitt. 

Aufgaben über die Parabel. 



Aufgabe III. Jlis ist die geomefriache Betleutun^ der 
Gleichung 

My^ -^ El/ ^ Sx -\- T = 
zu zeigen. 

Lösung, Die gewöhnliche Scheitelgleichung der Parabel 
ist y^ = px. Verlegt man bei parallelen Axen den Anfange- 
punct, und bezeichnet die Coordinaten des Scheitele für das neue 
Axensyatem durch ä und d, wo <? die Abscisse, 8 die Ordinate 
Bein aoU, so bekommt man die allgemeinere Form 

oder p^ — %$.p — px -j- S'' -j-piJ = 0. 
Diese Gleichung stimmt der Form nach mit der gegebenen 
Gleichung vollständig überein. Es wird sonach die gegebene 
Gleichung, wie diees übrigens auch aus anderen Gründen erhellt, 
eine Parabel vorstellen. 

Um diese zu construiren, identificire man die beiden Glei- 
chungen, so folgt 

-2« = |, -p = |, .>' + H=s 



oder 



so folgt < 



4 MS 



" — lOy — 1 


6 a- + 7 


= 


10, Sr^~G 


und r= 


= 7 i( 


ld = 


- 3, 




\' = 


5, 




...,.,..k=, 


6. 






nelrie. 
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structjon ist alsdann dieselbi 
Axcn zu berücksichtigen. 

Diese Erläuterung auf die Gleichung 

4«" — 4*^ + 8j/ 4- 17 = 
angewandt gibt, x mit ?/ verwechselt, 

4*/= — ip -\- 8x -\- 17 = 0, 
und nach früheren 

d -= — 2, 



Die Form und Lage 
der Parabel (1) wird 
durch die Fig. 43 veran- 
schaulichet. 

Ist eine Gleichung 
etwa in der Form 
Mx" -\- Rm 

+ 6y-i-r-0 (2) 
gegeben, so gilt ganz 
derselbe Vorgang wie 
vorhin, sobald in Glei- 
chung (2) X mit y ver- 
wechselt wird ; dieCon- 
hat man die Verwechslung der 



y 


E 


ig. 44. 


^, 


s 


/ 
/ 




\ 



Das Bild der gegebenen Glei- 
chung wird durch Fig. 44 ge- 
geben. 

Es ist leicht die Bemerkung 
zu machen, dass für daa so 
veränderte Axensystem ä nun- 
mehr die Ordinate, IS die Ab- 
scisse des Scheitelpunctes der 
Parabel für das ursprüngliche 
Axensystem bezeichnet. 

Für !/= -|- 2;/ — a: -f- 3 =r 
folgt 

d= 2, d = — 1, ?? = 1 ; 
für 



SOyä — 20,v — 150^ 



- 73 = 0, 
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Aufgabe 112. Es soll die Gleichung 

Ay^ + B^y -^ Cx^ -\- Dy -^ Eä, ^ F = () . . (1) 
conatruirt werden unter der Voraussetzung, dass S' ^ iAC^=0 sei, 
Lösung. Transformirt man die vorgelegte Gleichung (1) 
auf ein anderes rechtwiniieliges System, indem man den Ursprung 
läset, hingegen die Abacisaenaxe um den Winkel os dreht, so 
folgt, wenn man sfatt a , x cos a — y sin a 

und statt y, i sin a + ^ cos a in (1) aetzt, eine Glei- 
chung von der Form 

My^ + Pxy + Nx^ -^ Ry -{- Sx ^ F = 0, 
wobei M = A cos ** ■ — B ein a cos a. -\- C a\a a^, 
N = A am a^ -\- B ein « cos a. -|- Ccos a^, 
P = ^sinSa -f ^ cos 2« — C sin 2a, 
i2 = /) cos a — i^ sin a, 
S = B ama. + Eeoäo,. 
Wählt man a, ao, dass P=0, d. i. 
tang2a = ^^, 
ao folgt ferner M =: A ■+- C 
und N = 0, 
sonach gelangt man zur Gleichung 

Mt/^ + Ey + Sx + F ^ . . . . (2) 
Diese Gleichung läaat sich aber nach Aufgabe 111 construiren. 
Zur leichteren Berechnung von R und S bemerke man, 
da tang2a = a ' — ' p '®'' **ng a = -äj~ folgt, 



demnach sin 



-V^c 



2VC(_A+C) 
und i^ — cos Ol (£> — F taug a) , 
S = cos a (i? tang a + E). 
Nach den gemachten Bemerkungen sollen folgende Gleicbut 
gen reducirt werden : 

r. y^ + 2xy + ;r= — 4,!/ — 5« + 3 = 0. 
Man hat hier 

tang2cc = — oo oder a ^^ — 45", 
M=2, B = -^}/2, S = — ^|/2, 
demnach reducirt sieh I. auf die einfachere Gleichung 
if — 91/2 -y — 1/2.« + 6 = 0, 
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lieraua folgt 

d = 


33 
SY2 


S = 


SK2, P 


= il/ 


II. 2y" 


-Sxj, 


+ 8«" 


+ >j + h 


» +5 


tMg« = 


*, M 


= 10, 


ü = 0, 


'' = ■ 


daher 


10,= 4- 


41 


.1 + 5 = 


0. 


III. f ■ 


-2«y ■ 


4-i>- 


- 2y + 2. 


y + 1 



^ 0. 
ß = 45^ itf = 2, iJ = - 21/2, S = 0, 

2y^ — 2Yi.y + 1=0 . . . . (I) 
hieraus folgt y = 5 1/2; 
die vorgelegte Gleichung bedeutet in diesem Falle keine Parabel, 
sondern eine einzige Gerade, die im neuen System mit der Ab- 
acissenaxe im Abslande II/2 parallel ist, auf das ursprungliche 
System bezogen, die Gleichung ^ = a: -f- 1 bat. 

Wird übecdiess die Gleichung (1) nacli Aufgabe 111 behan- 
delt, so ergibt sich 

<? = g. S = il/2, p = 0, _ 
woraus sonach hervorgeht, daas die gegebene Gleichung keine 
Parabel sein könne. 

Man überzeugt sich von dem oben erlangten Resultate auch 
dadurch, daes man die Gleichung III. auflöst, wornach folgt 
j, = ^ -f 1. 
IV. ^« + 2*s< + x" + j, + ^ + 1 - 0. 
Man hat hiefür 
00 = — 45", cosa = ^l/2, M^2, Ii=V2, S = 0, 

daher 2^/ + ]/2)/ 4-1=0 (1) 

Aus dieser Gleichung folgt ein imaginärer Werth für y. 

Die Gleichung IV. hat demnach keine geometrische Bedeu- 
tung, was übrigens schon daraus hervorgeht, dass d^ — 00 wird, 
was bedeutet, dass der Scheitelpunct der Parabel nirgends exietirf. 
Löst man IV- nach y auf, so folgt 

;/ = — *■— ^ ± K-^. 

d. h. für keinen reellen Werth von x fällt ?/ gleichzeitig reell 
aus, wodurch das oben Gesagte bestätiget wird. 

V. f ~ 2x^j + x^ -\- 2y — 2x - 3 = 0. 

a = 45", M = 2, R = 21/2, Ä = 0, 

%y^ -f 21/22/ - 3 = 0, 

Die Gleichung V. repräsentirt sonach zwei parallele Gerade. 
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Aufgabe 113- Man ziehe durch den Brennpunct der Pa- 
rabel eine Sehne, und ermittle eine Beziehung zwischen den 
Ordinaten der Darohschnittspuncte dieser Sehne und dem Para- 
meter der Parabel. 

Lösung. Fassen wir die Sclieitelpunctsgleiehung der Pa- 
rabel ins Auge y^ = 'px = ^cx, so ist die Gleichung einer durch 
den Brennpunct gezogenen Sehne y =a{a! — c). 

Aus den Gleichungen y^ = icx und y = a{x — c) ?/ ge- 
sucht, folgt 

' ": (1 + Vn^) = y, 

' (I - ]/TTä^) = y". 
Durch Multipllcation folgt 

y -y = - ■*£ — — T- 

Zusatz. Man findet für die Abi 
puncto 



die Durchschnitts- 



c(a' + 2) - 2c>^I + a' 



und ^'a.'" = c« = -. 

Aufgabe 114. Durch den Scheitelpunct der Parabel wer- 
den zwei Sehnen gezogen , welche einen Winkel S einschliessen ; 
man ziehe jene Sehne, welche durch die Diirchschnittspuncte der 
erstereu bestimmt wird, und gebe die Entfernung des Durch- 
scbnittspunctea derselben mit der Abacissenaxc vom Seheitel an. 

Lösung. Die Gleichungen der durch den Scheitel gezo- 
genen Sehnen seien y = ax und y ^ ä x , wo zwischen a und a 
die Relation tang S = - A -■-' '. Stalt findet. 

Jede dieser Gleichungen mit y^=^pie verbunden, gibt für 
die Durchschnitte 



M\ 



demnach die Gleichung der MN 
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Setzt man hier i/ = 0, so folgt für 
^ P__ 

ala der verlangte Abstand. 

Für = 90" ist aa = — - 1, 
und demnach die merkwürdige Beziehung x^p. 

Aufgabe 115. Die Axe und die Kiehtlinie seien gegeben, 
überdiese noch ein Punct, dessen Coordinaten mit Bezugnahme 
darauf, dass die Richtlinie die Ordinatenase aei, x i/ sind; es 
soll die Parabel eonstrulrt werden. 

Lösung. Die Parabel wird leicht construirt werden kön- 
nen, sobald wir nur in der Kenntnisa des Parametera sind, Nen- 
nen wir diesen p, und die Gleichung der Parabel, auf den Schei- 
telpunct bezogen, j/*==pa', so sind nunmehr die Coordinaten des 
gegebenen Punctes ix — ■|| und y'. 

Da diese Werthe der Gleichung y^:=pa; genügen müssen, 
so folgt 

oder 






und p = 2 a'' ± 2 ]/x"-^ - 
oder für die Lage des Brennpuiictea 



Man ersieht aua diesem Ergebniss , dasa , so lange al 5: y, 
beziehungsweise eine oder auch zwei Parabeln der Anforderung 
genügen, der Brennpunct genau in den Fusspunct der Ordinate 
zu liegen kommt, wenn s: ^y ist, imd dass endlich die Auf- 
gabe nicht gelöst werden kann, sobald x <iy' iat. 

Aufgabe 116. Zwei Puncto und der Brennpunct einer 
Parabel sind gegeben; man bestimme die Parabel. 

Lösung. In diesem Falle kann es genügen , die Richt- 
linie auBzumitteln. Berücksichtiget man, dass in der Paiabcl je- 
der Punct vom Brennpunct so weit wie von der Bichtlinie absteht, 
so hat man, wenn vorläufig durch die gegebenen Puncte die Ab- 
scissenase gelegt wird, und durch einen derselben gleichzeitig 
senkrecht darauf die Ordinatenaxe, wird ferner die Entfernung 
der beiden Puncte mit e bezeichnet und die Coordinatcn des 
Brenapunotes mit « und |3 ; ao werden offenbar die Kreise 
,„2 J^ y-2. ^ ,.1 und (;, _ ^)2 .|_ ,f. -- ^n^ 
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,0 r = l/«> + |3' und r = l/(«-«l' + |3", 
die Kichtlinie tangiren müseen. 

Da sich dieee beiden Kreise im Puncte a, ß achneiden, so 
hat man zwei Tangenten, also zwei Richtlinien, und demnach 
entsprechen der Autgabe zwei Parabeln. Die Gleichungen der 
Tangenten für zwei Kreise von obiger Beschaffenheit sind bereits 
in Aufgabe 69 ermittelt. ■ Wie die Construction nunmehr zu ge- 
schehen hat, ist für sich klar. 

Aufgabe 117. Von einem Puncte ausserhalb einer Para- 
bel sind an diese die möglichen Tangenten zu ziehen. 

Lösung. Die Coordinaten des gegebenen Punctes mögen 
a und ß heissen; bezeichnen wir die Berührungspunote durch 
a'j' und a!"y", so haben die Tangenten die Gleichungen 

2yy = p (jT 4- «') (1) 

und 2«// = ^(a; + /') (2) 

Um die Berührunga - Coordinaten x'p', x" y" auszumitteln, 
bemerke man, daas der Punct k|3 in der Tangente liegt, also die 
Gleichung 

213ä,' = p (« + .«■) (3) 

und da dy ein Punct der Parabel ist, 

y"" = V^' (4) 

Statt finden muss. 

Aus (3) und (4) folgt 

P ' ■^ P ' 

= i3 4- TF, \y" =- ß — W, 

hierbei bedeutet W = |/ß'^— p», folglich für die Gleichungen 
der zwei Tangenten 

, - P ,. 1 1^ + ^ (5) 

y %{f4-\-w) ^ 2 .... 
""■i y = 2(ß- w) ^ + ^^ .... (6) 

Was die Conatruotion selbst betrifft, so setze man im gege- 
benen Puncte ein, beschreibe mit der Entfernung deeaelben vom 
Brennpuncte einen Kreis, so wird die Eichtlinie in zwei Punoten 
geschnitten. 

Durch jeden dieser Puncte mit der Axe eine Parallele ge- 
zogen, so sind die Durchschuittspuncte derselben mit der Parabel 
die Berührungspuncte, die nunmehr nur noch mit dem gegebenen 
Punct zu verbinden sind, um die Tangenten zu erhalten. 
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Begründung. Nimmt man aß als Mittelpunct eines Krei- 
seB, dessen Halbmesser r= 1/ (« — 5) + ß^ iat, so folgt für 
die Gleichung des Kreises 

Die Gleichung der Richtlinie lat a> = — ^. Bringt man sie 
mit dem Kreise zum Durchschnitt, so kommt 
y = (3 ± j/ß" - et;>. 

Die Geraden y = ^± ]/p^ — ap schneiden die Parabel 
derart, daas die Abscissen der Durcbschnittspunote die Werthe 

bekommen ä: = , welche aber in Verbindung mit ?/ die 

Berührungs-Coordinaten geben. 

Aufgabe 118, Für eine Parabel ist die Axe gegeben, eine 
Tangente und der Berührungapunct in derselben ; man construire 
die Parabeä. 

Lösung, x' y' sei der Berührungspunct und 

y-/ = «(^-^') (1) 

die gegebene Tangente. Nun ist nach Früherem 

"^ ~ 2^' ^^^° P ^ ^'^^'' 
hierbei ist nicht ausser Auge zu lassen, daaa sich die Gleich. (1) 
auf den Scheitel der Parabel als Ursprung bezieht. Setzt man 
den Werth von a in (1) und gleichzeitig x^Q, so folgt ?/ = |- , 
d. h. die Ordinatenaxe wird von der Tangente im Abstände f- 



ge schnitten, 

Halbirt man demnach die Ordinate des gegebenen Punctes, 
zieht durch diesen Halbirungspunct eine Parallele mit der Axe, 
so wird der Durchschnittapunct dieser Parallelen mit der Tan- 
gente einen Punet der Ordinatenaxe liefern; diese nun wirklich 
senkrecht auf die gegebene Axe gezogen, liefert in ihrem Durch- 
schnitte mit dieser den Scheitel der Parabel. 

Aufgabe 119, Durch drei gegebene Puncto eine Parabel 
zu zeichnen. 

Lösung. Die drei Puncto seien xy, ^" y" , ^'"y"'t die 
Gleichung der fraglichen Parabel 

iü-ar = p{x-d) 
oder j" — 2*!/ - p« -(- d* + prf = . . . (1) 
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Man hat sonach 
Gleichungen : 



zur Bestimmung der Grössen p, d und d die 



2dy — px -\- ä^ -\- pd = . . . (2) 
2^/' — pa:" + ä^ -\- pd = . . . (3) 
2äy"— px"'-\- d^ + p(Z = . . . (4) 
Die Gleichungen (3) und (4) nach einander von (2) abge- 
zogen, 

^y"^ — y"^^ — 2 («/' — /') <* — {«' — i»") p = 0, 
iy'^ — y'"^) — '^iy — y") s — (a- — x") p = o. 

Aus diesen Gleichungen folgt nun mit Leichtigkeit p und 8, 
und nach Substitution dieser Werthe in einer der angezogenen 
Gleichungen, d. 

Aufgabe 120. Der Leitstrabi MF eines Puuctes der Pa- 
rabel ist der Grösse und Lage nach gegeben, und sein Neigungs- 
winkel « gegen die Abscissenaxe bekannt; man construire die 
Parabel. 

Lösung. Nehmen wir den Scheitel der Parabel als Ur- 
sprung, so folgt fQr die Coordinaten des Punctes M 
y = r sin a und x' = r cos a -\- g; 
p ergibt sich aus der Gleichung 

J,'a = pa;' 

oder ?■* sin «^ = p (»■ cos » ~l" 2)1 
p = 2r{coaa. ± 1). 
Aufgabe 121. In eine Parabel eine Sehne so einzuzeich- 
nen, daaa sie eine bestimmte Lange hat, und mit der Axe einen 
bestimmten Winkel einsßhlieset. 

Lösung. Nennen wir die Tangente des gegebenen Winkels 
a, die Lange der Sehne s, so wird offenbar die Aufgabe als ge- 
löst zu betrachten sein , sobald jener Punct bekannt ist , in wel- 
chem die Sehne die Axe schneidet. Es sei te die Abscisse dieses 
Punctes. 

Die Gleichung der Sehne ist dann 
y == a{a; — x'). 
Bringt man sie mit der Parabel y^^px- zum Durchschnitt, 
so folgt für die zwei Durcbschnittspuncte 

-p + W ( _ 2a':c- + p — W 
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demnach für die Distanz derselben 

'' = ? (1 + "') (') 

wo W^ = p(p -\- ia^x') ist. 

Ana (1) folgt, wenn füi- W^ der Werlh gesetzt wird, 
-.' = "''' - (! + "')/'' 

Zur Controlicuiig dieses Ausdruckes diene die Bemerkung, 
dasa für ß^oo und s = p sofort a.'' :=j- werden müsse. 

Es folgt in der That, wenn der Ausdruck für ie im Zähler 
und Nenner durch a* dividirt, und dann a seibat unendlich ge- 
setzt wird, 

«'=;;—, oder für s^p 
4/1' ^ 

x' = j, wie es sein muas. 

Auffalle 122. Für eine Parabel zwei conjogirte Axen zu 
verzeichnen, welche einen gegebenen Winkel einachliessen. 

Lösung. Führt man in einer Parabel ein System paralleler 
Gerader, so liegen die Halbirungspuncte dieser Sehnen in der 

Geraden y ^ ^ (1) 

wenn « die Tangente des Neigungswinkels der parallelen Sehnen 
mit der Axe bezeichnet. 

Die Gleichung (1) stellt demnach einen der Durchmesser 
vor. Um den conjugirten Durchmesser, der hier strenge genom- 
men nicht existirt, zu finden, so bemerke man, dass diess jene 
Tangente an die Parabel ist, welche mit dem Sehnensystem pa- 
rallel läuft. Denn sind a: y' die Durchschnitts- Coordinaten der 
Geraden (1) mit der Parabel, so ist 

y — y — a{x~-x), 
oder da a ^= -^, 

y - y =^ 2i^(*'~^''^ 

die Gleichung der Tangente an die Parabel, welche hier der 
Analogie halber ein conjugirter Durchmesser genannt wird. 

Aufgabe 123. Man ziehe zu irgend einen Punct der Pa- 
rabel Durchmesser, Tangente und Lsitstrahl, und suche eine Be- 
ziehung zwischen den Winkeln, welche sowohl Durchmesser als 
Leitatiahl mit der Tangente bilden. 
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tgi3 
oder nach wirklicher Subatitutipn und KeductioQ 

tangp = ^, aonach fang a = tang ß 
oder da a, und j3 Winkel eines Dreieckes sind, S( 



Lösung. Es fragt 
sich um eine Bezie- 
hung zwischen den 
Winkeln mMt und 
TMF {Fig. 45). 

Die Coordinaten 
des Punctes M seien 
ic'«/',.'"^!' hat dann 

sonach 

__ tgy — laa 



kann man 



achliesaen > a ^ ß. 

Zieht man in diesen Piinct M die Normale, so wird, wie 
sich von selbst versteht, der Winkel FMm halbirt. 

Daraua lässt aich folgern, dass bei einem parabolischen 
Spiegel alle mit der Axe des Paraboloids parallel einfallenden 
Licht- oder Wärmeatrahlen so refleotirt werden, dase sie sich 
sämmtlich im Brennpuncte vereinigen. 

Aufgabe 124. Ea soll in der Ebene der Parabel ein Punct 
von der Beschaffenheit ermittelt werden, daas seine Entfernung 
von einem beliebigen Puncte der Parabel eine rationale Function 
der Abscisse sei. 

Lösung, x y seien die Coordinaten des gesuchten Punctes, 
xy die Coordinaten eines beiiebigen Punctes der Parabel, so ist 
die Entfernung dieser Puncte 

d = ]/{w ~ Ä-')" + {y —y'f, 
oder wegen y^ = px 

-■= |/^^-(2.^'-p-|-2/|/^) x + (,r'^ + y'-^}. 

Soll nun d rational sein, so muas der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen ein vollständiges Quadrat sein, d. h. es miise 



y Google 



124 

- (2a:'-p + 2/|/'f) = 2V^M^ oder 

sein, d. i. eine constante Gröese. 

DieBB kann offenbar nur möglich sein, wenn — 2y' t/- = 

iat, woraus, da x alle möglieben Werthe annehmen kann, folgt, 
dasB i/' = sein müsse ; dann ergibt sich weiter 
p — 2a;' = 2ä;' oder «' = ^, 
Jener Punct, der der gemachten Anforderung zu entsprechen 
vermag, iat demnach der Brennpunct. 

Aufgabe 125. Durch den Brennpunct einer Parabel wer- 
den Sehnen gezogen, und in den Durchscbnittapunoten derselben 
mit der Curve Tangenten an letztere; man bestimme den geome- 
trischen Ort der Durchschnittspuncte derselben. 

Lösung. Eine durch den Brennpunct beliebig gezogene 
Sehne ist y:=a{a; — m), wo t = "i gesetzt wurde. Sind die 
Durchschnittspuncte derselben mit der Parabel a^' y und 3:" y'\ so 
sind die Gleichungen der Tangenten 

j, = ^ (!■ + a') (1) 

y = ^(» + V') (2) 

Für den Durchschnitt dieser zwei Tangenten folgt 
- y -■'" — y" ^' 



i)T, = ' 



- P , f ~ i' 



Eine directe Ausmittelung von x y' und x" y" ist, 
folgende Gang zeigen wird, nicht notbwendig. 
Es ist w"* = pai' 




7y ■ iy" + y) ■' 
Verbindet man y^ 
mit y 



y Google 



125 

so folgt y^ —y — 4m^ ^= 0, 

daher y -\- y" =: — , 

y'y" =z — 4m^ 
also J/i = — =? 5- 
und x^ -^ — m = — t. 
Aus diesem Besultate folgt, dass die sämmtlicben Durdt- 
schnittepuncte je zweier Tangenten in der Leitlinie der Parabel 
liegen. 

Au%al>e 126. Man ziehe in einer Parabel eine beliebige 
Sehne und den dazu gehörigen Durehmeaaer, fälle vom Brenn- 
puncte auf die Sehne eine Senkrechte^, und suche den Durch- 
sclmittspunct derselben mit dem Durchmesser. 
Lösung. Eine beliebige Sehne sei 

y = ax ^b (1) 

sonach die Gleichung des Durchmessers 

y-h <2' 

Die Gleichung jener Geraden , die durch den Brennpunct 

geht und auf der Sehne (1) senkrecht steht, ist 

!' = -H— CT 

(2) und (3) zum Durchschnitt gebracht, gibt 



\y= t.- 

Daraus geht hervor, dasa der Durchschnittspunct stets in 
der Leillinie sein wird. 

Aufgabe 127. Es soll der geometrische Ort der Durch- 
schnittspuncte zweier Tangenten einer Parabel gesucht werden, 
wenn der von ihnen eingeschlossene Winkel ein gegebener ist. 

Lösung. Die Coordinaten des fraglichen Punctes seien 
a und ß. 

Die Gleichungen der durch aj3 gehenden Tangenten sind 



-2/' 
y, x" y" sind die BerOhrungs-Coordinaten , 



«n^ y = ^,(3: + a"), 
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Nach Aufgabe IIY ist 



- vr 

■VW- 



und f^T. -- 



. P 



: Ä. 



Heiast der gegebene Neigungewinkel der beiden Tangenten 



oder wenn für A und A' die Werthe wirklich substituirt werden, 

tang fp ^ — '——, -; 

."^ 4«-|-p 

tang fp = k gesetzt, so ist 



4a + p 



;- k 



a) 



die Gleichung des geometriechen Ortes aller jener Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dass, wenn von diesen an die Parabel 
Tangenten gezogen werden, diese stets den Winkel qi einscbliessen. 
Macht man die Gleichung (1) rational, so folgt 

I6ß' — 16Pa^ — 8p(2-l-Ä')a — AV = ■ ■ ■ (2) 
Diese Gleichung bedeutet eine Hyperbel. 
Ist tp = 90", so folgt k ^= CO. 

Diyidirt man die Gleichung (2) durch k'^ und setzt k^ ^^oo, 
so ergibt sich 

— 16«^ — 8m/> — p' = 
oder (4 a +p)* = 0, 



d. h. in diesem Falle geht die Hyperbel über in eine Gerade, 
nämlich in die Leitlinie. 

Anmerkung. Die Construction einer Gleichung in der 
Form (2) werden wir später folgen lassen. 

Aufgabe 128. Durch den Brennpunct einer Parabel wer- 
den auf die successiven Tangenten Perpendikel gefällt ; es wird 
nach dem Ort der Fusspuncte derselben gefragt. 

Lösung. Die Gleichung irgend einer Tangente an die 
Parabel ist 

y-i(.- + a') (1) 

x'y bezeichnet einen willkürlichen Punct der ParabeL 
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Die Gleichung eines durch den BretinpuDct gehenden Per- 
pendikels heieet 

.--¥(-9 ■.■ • • • <^) 

Die Geraden (1) und (2) znna Durchschnitt gebracht, folgt 
= 0, 



= ist klar, daes der Durchachniit in der Ordi- 
natenaxe erfolgt ist , und diese ist sofort auch der geometrische 
Ort der Fusapuncte sämmtlicher durch den Brennpunct auf die 
Tangenten gefällten Perpendikel. 

Aufgabe I2l>. In einer Parabel werde eine beliebige Sehne 
und der zugehörige Durchmesser gezogen ; wenn nun durch die 
Endpuncte der Sehne Tangenten an die Parabel gezogen werden, 
wo liegt ihr Durchschnittspunct ? 

Lösung. Die Gleichung einer Sehne sei 
y = as: + b. 



id die Gleichungen der dadurch bestimi 


nten Tangenten 


j = ^,x + ^.-,, 




y-=^(. + A 




Diese beiden Gleichungen aufgelöst, 


bekommt man. 


ufgabe 125, 




. = '^' = Ä 





Nun ist aber die Gleichung des Darchmesaers selbst y'=- s-, 
es schneiden sich demnach die beiden Tangenten in dem zur 
Sehne gehörigen Durchmeaaer. 

Aufgabe 130. In einer Parabel wird ein System paralleler 
Sehnen gezogen. Jede dieser Sehnen wird im Verhältniss n : m 
getheilt; welches ist der geometrische Ott dieser Theilangspuncte? 

Lösung. Die Parabel sei y^ = px, eine beliebige Sehne 
werde durch die Gleichung y = aie ■■{- b vorgestellt; man hat die 
DurchschnJtts-Coordinaten 

_ p — 2ah-\-W 



-■ Vp(p^iab). 
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Nennen wir die Coordinaten eines Theilungspuuctea a 
> folgt nach Aufgabe 10 



"^ +'"y 



m) . 



oder nach Subatitution obiger Werthe 

2a(n+m)y ^ (n + m)p ^ Wln-m) (2) 

Eliminirt man aus diesen zwei Gleichungen b, welche Grösse 
die besondere Lage einer Geraden bedingt, so folgt eine ßelation 
für X und i/, welche den geometrischen Ort dieser Theilungs- 
puncte repräsentirt. 

Beide Gleichungen subtrahirt, folgt 

j, = y — ax. 
Aus (2) W und beziehungsweise b gesucht, gibt 



W = 



(.n + «-)('^ 



ZP) 



. in-\-iny{2,ay-ry 



oder p(p — ^ab) = ' _ 

daher ^ ^ (—)>■-<»+•)■('■> --)■ 



und wegen b = y ~ 



_ (n- 






4ap(»- 



(« + WH2->,'y 



-p)' 



^r 



oder vollsfändig reduoirt, 

4a''(M+m)*y3 _ IGamnpi/ — ia^p[n — m)^a; + imnp^ = 0, 
welches sofort die Gleichung einer Parabel ist. 

Zur beiläufigen Verification dieses hübschen Resultates diene 
etwa die Bemerkung, daas für m = n die obige Parabel in einen 
Durchmesser oder überhaupt in die Gleichung y =t-^ übergehen 



Fig. 40. 







F 






/ 


/m 


. 


J 




' 


1 


— - K 



Man findet in der That für 

^a^y^ — ^apy -\- p^ = Q, 
woraus folgt y := ^ . 

Aufgabe 131. Es ist ein 

Rechteck gegeben (Fig. 46), 
dessen Seitenlangen a und b 
sind, a und b werden in eine 
beliebige Anzahl gleichet Th eil e 
getheilt. Zieht man durch den 
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*•"" Theilungspunct von A gegen C mit AB eine Parallele, und 

verbindet A mit dem ?■"" Theilungapunct der CD von C gegen 

D, BO werden sieh diese Linien ^Jf und AF im Puncte M 

schneiden ; es soll die Curve ausgemittelt werden, der der Punct 

angehört. 

Lflaung. Nehmen wir den Punct A als Ursprung, AB 

zur Absoiaaen-, AC zur Ordinalenaxe, po folgt, wenn AP=j>: 

MP = y die Coordinaten des Punctea M sind, AC und CD in 

n gleiche Theile getheilt sind, AE =: r .-, CF= t .-, und da 

A Al^F c^ /\ACF ist, folgt 

X : y = CF : A C. 

1 . ^ . 

oder X : y = r .- . a. 



y = - 

eliminirl; man hieraus r. Indem i 



1 bemerkt, dass y = 



-, so folgt 



<J =i 



welches die Gleichung einer Parabel ist. Es ist leicht zu be- 
merken, dass sie durch den Punot O geht, und dem Rechtecke 
eingeschrieben ist. 

Aufgabe 132. Es sind zwei aufeinander senkrecht stehende 
Gerade AB = h und CD = 2AC=2a gegeben. Man theile, 
wieder AD und AB in n gleiche Theüe, verbinde C mit ü, 
d. i. mit dem j-'™ Theilungppunct der AB von A gegen B, 



Fig. 47. 



richte in F, d. i. dem r"" Thei- 
lungspunct der A.D von D 
gegen A die Senkrechte i^l/, 
und ermittle den geometrischen 
Ort des Punetes M. 

Lösung. A sei der Ur- 
sprung (Fig. 47), Ax und Ay 
die Axen, ÄF=a!, MF^-^y 
die Coordinaten dea Punetes M. 

Was auch r sein mag, so 
. ist immer 

AC : CF=AB: MF, 

• Me. 9 
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AC = a, 




cr=a + «, 




AB = r.l, 




MF=y, 




a: (a + i: 


i = r . 


und da x = a 


- a . 


PO ist - = 


•-'; 



diesa in (1) tiibstituirt, gibt 

« : {« + ^) = 



M«- 






odei 



■ endlich a'i; = h (a^ — 

oder a^^ = — y (1/ - 

welclie Gleichung wieder t 

Fig. 48. 



: Parabel vorstellt, 

Aufgabe 133. Es sei ein 

Winkel xOy und zwei Puncte 
A und B auf den Schenkeln 
gegeben (Fig. 48). Man bewege 
eine gerade Linie S T so herum, 
dass die Linien A und B 
immer nach der Proportion 
AP: P0= OQ : QB 
geecbnitten werden; die fortge- 
henden Durehschnittspuncte der 
in diesen aufeinander folgenden 
Lagen betrachteten Geraden S T 
' bestimmen eine Curve, deren 
Gleichung gesucht werden soll. 
Lösung. Man theile AO 
und BO m m gleiche Theile, 
wo rn eine beliebig grosse Zahl bezeichnen kann, und nehme 
an, AP und OQ enthielten jede eine Anzahl n dieser Theile 
und ziehe PQ; ferner ziehe man die Gerade P'Q', welche auf A 
und BO einen Theil weiter als PQ abschneidet. Der Durch- 
schnittspunct M hängt seiner Lage nach offenbar von den Zahlen 
f» und n ab. 

Ox und Oy als Coordinatenaxen genommen, AO ^^a, BO = h 
gesetzt, 80 folgt nach dem Vorigen A P^' n .~, Q = n.-. 
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Man hat für die Gleichung der FQ 

a{m~n) + ~A = ^ 
oder mnhx -\- m(m — n)aij = abn{m — n) . . (1) 
Läset man n öbergehen in (n -\- 1), so hat man für die 
P'Q' die Gleichung 

m{n + \)bx + m{m^n~-i)a^ = ah{n-\-l){m-n-\) . . (2) 
Durch Subtraction dieser Gleichungen folgt 
ami/ — hmx --■= (2ji — m + l)ab, 
(i.;/-~6^) + (m-])a6 



hieraus 



2»b 

-i:f) + (m + 



)a6 



Fig. 49, 



Diese Werthe für n und {m — n) in Gleichung (1) substituirt, 

(ai/ — bx ~ ah)2 — ^ab^x _ ^' = 0. 
Um endlich noch die Stätigkeit der Bewegung darzustellen, 
e man m=^oo, und man hat demnach als Schlussgleichung 

(«!/— Ix — ab)'^ — 4«6^^ = 0, 
;hes die Gleichung einer Parabel ist. 

Aufgabe 134. Ein 
Kreis (Fig. 49) vom 
Halbmesser r ist gege- 
ben ; in der Entfernung 
AO = •>■ -{- e ist eine 
Leitlinie LL' senkrecht 
am verlängerten Dnrch- 
meeser. Zieht man ei- 
nen beliebigen Strahl 
OR, verbindet den so 
sich ergebenden Durch- 
achnittapunct V mit T, 
so wird durch diese 
Linie FT die Leitlinie 
im Puncte Ü getroffen, 
durch ü mit der AO eine Parallele gezogen, bestimmt einen 
Punct M\ man soll die Gleichung des geometrischen Ortes des 
Punctes M suchen. 

Lösung. Der Punct A sei der Coordinafen-Anfangspunci, 
A und LTJ Äbsciseen- und Ordinntenaxe. 
Es gilt für M die Kelotion 





M 


■■\ 






^i=^ 






1 ■- 






— p ^r ■ 


" J 


T ^ 
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OP + MF = OM^ 
OP = r -ir e~ X, 
MP = y, 

OM ^ r ->r ^ (wegen MV =^ UM), 
<lal,er y^ ^ (r + e - a)" = (r + a-)^ 
oder y^ ^ 2(2r + e)(fl^-^), 
welche Gleichung sofort eine Parabel ist. Der Brennpunct der- 
selben fällt mit dem Puuct zusammen , denn die Entfernung 

des Punctea vom Scheitelpunct der Parabel \x = jl ist 

4 *^ ^ 3' 

d. i. ^ des Parameters. 

Aufgabe 135. Es soll die Polargleichung der Piirabel nb- 
geieitet werden. 

Lösung. Versetzen wir den Pol in den Brennpunct, neh- 
men die Axe der Parabel zur Polarase, so hat man, wenn p den 
Parameter, w den Leitstvahl und tp die Winkeldistanz bezeichnet, 
nach der Grund eigen schaft der Parabel 

u=l + ucc,,, oder » == ;„_'',„^| 
als die verlangte Polargleichung. 

Die Puncfe der Parabel ergeben sich hier, wenn man dem 
ip der Reihe nach alle Werthe von bis 360° beilegt. 
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Vierier Abschnitt. 

Aufgaben über die Ellipse. 

Aufgabe 136, Jcja eoU die geomelrlsche Bedeutung der 
Gleichung At/^ + -Bx* = C gezeigt werden. 

Lösung. Sobald A und B dieselben Vorzeichen haben, 
bedeutet die gegebene Gleichung eiac Ellipse, deren Axen durch 
Vergleichung mit der Mittelpuactsgleiehung a^y^ -\- b^ai^ = a^b^ 
einfach gefunden werden können. Dividirt man die gegebene 
Gleichung durch C, die eben angeführte Gleichung durch a^b% 
so folgt a^ l/fl' ^=^ V ~Ä' ^* '^'^ diesem Falle a die grössere 
Halbaxe bezeichnet, also a'>b ist, so muss auch A^- B sein. 

Findet das Gegentheü Statt, so hat man nur zu bemerken 
dasa die grössere Halbaxe nunmehr auf der Ordinafenaxe aufzu- 
tragen ist. 

So hat man für 
I, x^ -I- 3«^ = 6 

II. 14(/2 -1- <jj:» = 12 

III. 3a.'= 4- 2)/= = 6 

a = ]/2, b ^ y3. 
Hier in III. tritt der letzterwähnte Fall ein, dass a<^b ist. 
Aufgabe 137. Es soll die Gleichung 

Ay"^ + Bx^ + Oy -^ Dx -\- E = Ü 
consiruirt werden. 

Lösung. Haben A und B einerlei Zeichen, so repräsen- 
tirt die vorgelegte Gleichung eine Ellipse. 

Bezeichnet man die Coordinaten des Mittelpunctes der Ellipse 
mit p und q, so hat man, wenn in der gegebenen Gleichung 
A' -|-p statt X und y -\' q statt y gesetzt wird, 
A,j' + Bi- + (2^g + C) j, + (2Bp + ö) n 

+ (A i/' + Bp'+ Crj + Dp + E) = 0. 
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Aus 2Aq -\~ (7=0 füigt (/ = ~~ 2^' 
eben so aus 2JJp + D = folgt p = — ^. Miiii hat eonach 
die einfachere Gleichung 

Äy^ + Bx^ = E'. 
Die Halbaxeu der Ellipse ergeben sich nun weiter nach der 
vorigen Aufgabe. 

I. Es sei Sy» -H 2«'^ — 4?/ -r 5ä; -|- 2 = 0. Man findet 

P = — h <I = h 
und wegen ~ E" = Aq^ ^ Bp^ + Cq + Dp + E 
E' = 11- 
Die Gleichung I. geht demnach in die einfachere über 

folgt weiter a = VIft ^ =^ Vr^- 

II. 9i/= + 4a''' + 18)/ — 40a: + 73 = 0. Hier ist 

p = 5, 3 = — 1, ß = 3, ;- = 2, 
m. 2/^ + 3*" + 3/ -10 = 0, 

p = 0, <7 = - 2, « = t/^, ö = 1/8. 
Hier ist jedoch i^=|/8 auf der Ordinatenaxe aufzulragen. 

IV. 4^/^ + 9«;^ — 24*/ — 36t + 72 = 0, 

p = 2, g = 3, 
und wegen .E'=0 gelangt man zur Gleichung 

4i/^ + 9a.'^ = 0, 
welche nur für ar = und !/ = befriedigt wird. Ea bedeutet 
demnach die Gleichung IV". nur einen Punct, dessen Coordinaten 

für das ursprüngliche rechtwinkelige System j sind. 

V. 5ij^-\-&cc^ + x^~i =0, 

p -- t\, 9 = 0, E' = -||, 
daher 5)/* -\- 6«^ ^ — ^|. 
Dieser Gleichung kann aber durch keinen reellen Werth von a; 
oder 1/ genügt werden; die Gleichung V. hat demnach gar keine 
geometrische Bedeutung. 

Aufgabe 138. Man construire die Gleichung 

Af + Bxn + Cx^ + Dy + Es! -{- F == 0. 
Lösung. Wir wollen zunächst voraussetzen, ea sei für die 
vorliegende Gleichung JB^ — 4 j4 C •< , wornaeh wir es demnach 
mit einer Ellipse zu thun haben. 

Vorerst wollen wir die gegebene Gleichung dadurch verein- 
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fachen, dass wir sie auf jenes rech twinii eil ge Parallel- System be- 
ziehen, dessen Ursprung der Mittelpunct der Ellipse ist. 

Zu diesem Behufe setzen wir in der gegebenen Gleichung 
■v-'t-p sfatt oi und y -\- g statt ?/, und man bekommt, wenn die 
Coeffioienten der ersten Potenzen von x und 1/ gleich Null gesetzt 
werden, 

Ai/^ -i- £a,y -f Cx^ -\- r = . . . (I) 
wobei F' = Äq^ -\- Bpq -\- Cp^ + i?? + Eq + /'', 
, 2,AE — BD 2 CD — BE 

ferner p = - b'-^ao ^ ^ = Br^rTÄW 
Da bei bekannten Werthen von p und q die Berechnung 
von F' immerhin etwas umständlich wird, so können wir in Vor- 
hinein 7^' zu vereinfachen suchen, und zwar auf folgende Art : 

Die oben angeführten Werthe von f und q sind aus den 
Gleichungen entstanden 

•2.Aq + Bp ^- D = a (2) 

2Cp -\- Bq -\- E = (i (3) 

Multiplicirt man (2) mit q und (3) mit p, und addirt beide 
Gleichungen, ao folgt 

F' = F + El±££_ 

Um die Gleichung (1) noch weiter zu vereinfachen, setze 
man a' cosa — y sin t» statt le und ai sin a, -\- y cos a statt y , so 
erhält man, wenn gleichzeitig tang 2 a == _ „ gesetzt wird, 

My^ 4- iVa" -I- .r = .... (4) 
r-Iierbei ist J/ = ^ (A + C) + i VB^+ [A — C}'', 



N = i[A ^ C] - l VB-' + (A~ C)\ 
Die Gleichung (4) lässt sich dann nach Aufgabe 136 weiter 
ausführen. 

Diese Bemerkungen mögen nun auf Zahlenbeispiele ange- 
wendet werden. 

I. By'^ 4- ^xy + bx^ — I2y — \tx = 0, 

A=-b, B = t, C = 5, Z) = — 12, £ = — 12, J^= 0, 

■p = \, q = \, F' = — 12, 

5y' -f 2xy -\- ^x'' — 12 = 0, 

(ang2a = — 00, also a = — 45"; 

ferner M = Q, N = i, 

demnach 6?/* 4- ix^ = 12, 

die Axen: a = J/S, b = 1/2. 
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Durch die Grössen a, p, g, a und Ö ist die gegebene El- 
lipse I. sowohl ihrer Lage als Grösse nach vollkommen bestimmt, 

II. 2y= + lOictj -\- 13^* -1-1=0, 

p = 0, q = 0, tang2a = J-?, M=U-93, N=007, 
daher i4'93/ + 0'07a.-a = _ 1, 
welche Gleichung nun keine weitere geometrische Bedeutung hat. 
Die Gleichung II. läsat sich in der That in der Form dar- 
stellen 

(;/-|-24' + (y + 3^r + 1-0, 
die für keiaen reellen Werth für x und y befriedigt werden kann. 

III. y' — 2xp 4- 2:tä + 2i/ + ai -1- 3 = 0, 

p = — ^, q = — 3, F' = ~ 'i, 

y^ — 2xy + 2v1t" - I = 0, 

tang2a ^ — 2, M= 2-618, N = Ü'382, 

2 6I8y'= + 0-382x^ — 075. 

IV. p^ — %xy + IOä* — \^x = 0, 

p — 1, ^ = 10, F' = — 90, 

tang2ct = — I, J/=10'J09, iV = 0'S9I , 

10'109)/^ + 089i«2 = 90. 

Aufgabe 139. Die Mittelpunctsgleichung der Ellipse ist 

gegeben; man soll an die Ellipse eine Tangente ziehen, parallel 

zu einer gegebenen Geraden. 

Lösung. Die Ellipse sei a^i/' -f- 6*iK* = tt^i^ ..,(!) 
die gegebene Gerade y := A.v + B . . , . (2) 
der zu suchende Beriihrungspunct in der Ellipse x y\ 
Die Gleichung der Tangente ist 

y = - Al^ . ^ -H ^' (H) 

Da (3) mit (2) parallel sein soll, so muss -^ t= A sein, 

und da überdiess xy in der Ellipse liegt, auch die Gleichung 

«=/=' -i- b^x''' = aH" 
Statt finden. 

Aus diesen letztgenannten Gleichungen folgen die Berüh- 
rungs-Coordinaten, die, in (3) substituirt, die verlangte Gleichung 
der Tangente geben. 

Man findet !^ = ^-' + l/^M^ + ^, 
\,j = Am — "|/aM^+ hK 

Zusatz. Soll die gesuchte Tangente auf der Geraden (2) 
senkrecht stehen, so hat man jetzt für die Bestimmung der Bc- 
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riihrungs - Cüordinateii die Gleicliuiigea 

Sucht man wieder «'/ und aubatituirt in (3), so folgt 
iAij -{- X = \/a^ + J4^i^ 
\Äy -\- X = — Va" + A^b-'. 
Aufgabe 140. Von einem Puncte a, ß ausserhaib der 
Ellipse sollen an diese Tangenten gezogen werden. 

Lösung. Sind x' j/' die Berülirunga- Co ordinalen, so ist 
a^yy' + i'^i^' = «^^^ 
die Gleichung der Tangente; da aber diese GsraJe auch durch 
den Punct ot, j3 gehen muss, so ist 

a^ßy' ~\- b'a.x = a-h^ (1) 

und Jiiis leicht begreiflichen Gründen auch 

a^y'^ + b^x'^ =^ aH^ (2) 

Au3 den Gleichungen (I) und (2) folgt 



.■halb 
11 die 



-■ll' 


i±/3Ka'(3* + fc 


'.■ -«•!■] 




a'^' + i'fc 




V |.. 


T«VoV.' + 6 


.• -.■!■] 



Da wir vorausgesetzt haben, der Punct k|3 liegt aiisai 
der Ellipse, so ist a^p* -j- i^a* > a^b"^, 
wornach klar ist, dass in diesem Falle zwei Tangenten 
Ellipse gezogen werden können. 
Fig. 50. 




Aufgabe 141. Man soll in der Ellipse einen Pnnct x y 
von der Beschaffenheit suchen (Fig. 50), dass das Segment der 
durch diesen Punct gezogenen Tangente zwischen den beiden 
Hauptaxen der Ellipse einer gegebenen Länge l gleich werde. 
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Losung. Die Glelcliiiiig der Tangente durch x' ^' ist 

Für y = (f. o! = OT = 'g-, 
a: = 0, V ^ OR = -, 

> J y , 

wegen B/T^ 02''+ 'ÖR, 

^' = ^ + ^ (I) 

und da x y' auch der Ellipse augehört, 

a'y'^ + 6»a'^ ^ a^H* (2) 

Diese zwei Gleichungen (I) und (2) beatimmen die Berührunga- 
Coordinaten x und y. 
Man findet 



^[K(; + «)*-i'± |/(^-«)^-6^], 



y =^h ^y^^ + ''>' - "' ^ y^'' - ^'' - «']■ 

Diese Werthe für ai und y werden nur dann reell ansfal- 
leo, wenn, da immer a>-b ist, 

{l—h)^ ^ ra' oder [l—a)^ ^ J^ 
d. i. ; ^ ß + Ä. 
Es ist demnach ;=n-|-^ (ler kleinste Werth für i. 

Wie gestalten sich für diesen Fall die Berührunga-Coordi- 
Daten? 

Aufgabe 142. Es soll in der Ellipse durch einen der 
Brcnnpunete eine Sehne gezogen werden , die eine bestimmte 
Länge / hat. 

Lösung. Es sei wieder die auf ihre Hauptaxe bezogene 
Ellipse durch die Gleichung 

a'y' + b^x' = a'V 
gegeben. Nennen wir die Brennweite c, so ist die Gleichung 
einer solchen durch den Brennpunct gehenden Sehne 

y = A{n,-o) (1) 

Der weitere Vorgang wird nun darin bestehen, dass die Coordj- 
naten der Durchschnitlspuncte der Sehne (1) mit der Ellipse be- 
stimmt werden; die Enlfernung dieser beiden Puncte der gege- 
benen Länge l gleich gesetzt, gibt eine Gleichung, die als Un- 
bekannte nur mehr A enthalten kann, welches sich sofort daraus 
besimmen lässt: 

Man hat 
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i " — ^c/l'-^'Vl -VA-' 

\ " n-A c + aVl + A''-' 

, . , ., -Zab' Vi + A' 

(lemuach x — .t = ^ ., , 'j j — , 

„ , 2n&'V I + ;1" , , , 

daher /^ = («' — a'y + A'' (a:' — x'Y, 

«■^^■^ ^"= (_.^A' + ör ' 

hieraus folgt ^ = ± 5 1/ ■ " ; ^ „,,. ■. 
Da stets 2a^l ist, demnach 2a — ?^0, ao wird /l reell, 
wenn l^ — ^p ist, d. i. der Parameter der Ellipse. 

Aufgabe 143. Man eoll in der Ebene der Ellipse einen 
Punct von der Beachaffenlieit finden, daes seine Entfernung von 
einem beliebigen Punct der Ellipse durch eine rationale Function 
der Absciese ausgedrückt werde. 

Lösung, Bezeichnen wir die Coordinaten des fraglichen 
Punotes durch /b' p', ao ist die Entfernung desselben von irgend 
einem Puncte xy der Ellipse 



und 


wegen 




t:f \- 


ly'-s)'. 




« = 


Damit aber e für jeden V 


' + »' 
Ferth 
= sei 


von X rational werde 
n. Demnach hat man 


, mim 


2y 


r wenn 


-j:> = 0, d, i. 5 = 


1 für 


oilo 


^^^ = ü* gesetzt 


., + .V- 
wird. 


'+','-^:--, 




«: 


= i/«"' 


i'~%xx +(1' + ^ 


»'") = 


.I/.-¥^+'- 
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Damit nuu der unter dem Wurzelz eiche a stehende Äuadruck 
I vollständiges Quadrat werde, mues 



hieraus folgt x = ± ]/V — 6*. 

DiesB sind aher die Entfernungen der beiden Brennpuncte 
vom Mittelpnoct der Ellipse, Die Brennpuncte sind demnach 
die einzigen zwei Puncte, welche der Aufgabe Geniige leisten. 

Aufgabe 144, In den Endpuncten der grossen Axe einer 
Ellipse werden iiuf diese Senkrechte geführt ; diese schneiden eine 
an die Ellipse geführte Tangente, und nun soll das Product aus 
diesen beiden Senkrechten ermittelt werden. 

Lösung. Für einen ganz willkürlichen Berührungspunet 
x y' sei die Tangente 

a'py + b^aae = a^h^ (') 

Die Gleichungen der zwei Perpendikel sind beziehungsweise 

a; = -|- a und a) = — a. 
Für die Orcünaten der Durchschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Tangente (1) hat man beziehungsweise 

ay an 

Das Product dieser Abstände ist =h^. 

Aufgabe 145. Durch die beiden Brennpuncte einer Ellipse 
werden Perpendikel auf eine beliebige Tangente gezogen, es soll 
die Entfernung der betreffenden Durchschnittspuncte vom Mittel- 
punct gesucht werden. 

Lösung. Die Tangente sei durch die Gleichung gegeben 

v = ~%+7-^ <» 

Nennen wir die Brennpuncte F und F', die Pusspuncte der 
Perpendikel in der Tangente N und jV', so hat man die Glei- 
chung der 

iv^ ■ ■ ■ v^'ü- (--'). 

,VF . . . , - ;^ {^ + e), 

wobei e die Brennweite bezeichnet. 

Bringt man diese Geraden mit (1) zum Durchschnitt, 
so folgt 
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für N' 



a' 


ftV 


+ "' 


'*,*'■ 






'ü/'' 


+ i' 


3:" 


' 




b-?l 




6-« 


3,' V 




o'i/ 


■' + ( 


:.'if'' 




a' 


6V 


— n' 


v'. 




o' 


6V/ 




x'> 


xy 



a'y'^ + i 



Heisst der Mittelpuiict 0, eo hat man nauh eiuer leictifeii 
Eöclinung ON^ ON'^a, d.i. die grössere Halbaxe der Ellipse. 

Diese Fusspuiicte N und iV' liegen sonach in einem Kreise 
vom Halbmesser a. 

Dünkt man eich durch jeden beliebigen Punet der Ellipse 
eine Tangente gezogen, und fällt ans einem der beiden Brenn- 
puncte ein Perpendikel darauf, eo liegen die Durchschnittspuncte 
aller dieser Perpendikel mit den entsprechenden Tangenten in der 
Peripherie des über der grossen Axe der Ellipse ala Durchmes- 
ser beschriebenen Kreises. 

Wie wird man mit Hilfe dieser Bemerkung eine Ellipse 
constraireii, wenn einer der Brennpuncte und drei Tangenten ge- 
geben sind? 

Aufgabe 146. Es ist das Product der Abstände der Brenn- 
puncte von der Tangente anfzueleileo, 

Lösung. Heissen die Fusspuncle der von den ßrenn- 
puncten auf die Tangente a^yy ■\- V'-xx =^ ä^6^ gefällten Per- 
pendikel N und iV', so folgt 



F'N' ^ 



b'(c^- + a') 



lind FN.F'N' = b\ 

Aiifgaho 14J. In einer Ellipse wird eine beliebige Sehne 
gezogen, an die Durcbscbnittspuncfe derselben mit der Ellipse 
Tangenten; wo liegt der Durchschnittspunct derselben? 

Lösung. Die Coordinaten der Durchschnittspunete der 
Sehnen seien a! y und x y" , demnach heissen die Gleichungen 
der Tangenten 

aVy' + ^'^--t' - '^'i-" (1) 

«=y/-H h-'xd'^ aH^ (2) 

Man hat für den Durchschnittspunct dieser Tangenten 
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•■&"- 


-.■) 


x' n" — 





y X —21 X ' 
für den Hsilblrungspunct der Sehne hat man 



und für den zur Sehne gehörigen Durchmesser 

V^i^.-' (3) 

Die Coordinaten dea Punctes M in (3) geselzt, machen die 
Gleichung identisch, zum Beweise, dass der Durch sc hnittspunct 
der Tangenten, der Halbirungspunct der Sehne und der Mittel- 
punct der Ellipse in einer einzigen Geraden liegen. 

Bei wirklicher Ausführung des Gesagten hat man noch die 
Gleichungen zu benützen: 

«",■_■ + i'»_" = a'I,\ 
a^y"^-\- h^x"^^ a^b''. 
Aufgabe 148. Man ziehe in einer Ellipse eine beliebige 
Sehne, den dazu gehörigen Durchmesser, und fälle von einem 
Brennpuncte eine Senkrechte auf die Sehne; dieses Perpendikel 
schneidet den Durchmesser in der Eichtünie. 
Lösung. Die Gleichung einer Sehne sei 
y = Ax + B, 
die Gleichung des zugehörigen Durchmessers 

ij = Ate = — -^^.ai (1) 

die Gleichung des durch den Brennpunct rechfs auf die Sehne 
gefällten Perpendikels 

y = - \{x — c) (2) 

(1) und (2) zum Durchschnitt gebracht, gibt 

welches aber die Gleichung der dem erwähnten Brennpuncte 
nächstliegenden Richtlinie ist. 

Aiifgalie 149. Es sind die beiden Axen einer Ellipse ge- 
geben; man suche ein paar conjugirte Durchmesser derselben, 
welche einen gegebenen Winkel o einschliessen. 

Lösung. Sind die Axen a und h, 
die conjugirten Axen d und h'. 
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ihre Neigii ngswinkel mit der grossen Axe « uiid «', so hat r 
zur Bestimniurg der Grössen äh' die bekannten Kclationen 



a'ü + &'2 = «2 _|_ i2 . . 

wo (0 = tt' — tt ist. 

Die Gleichung (2) mit 2 niultiplicirt, zu (1) 
und dann abgezogen, fotgt 

(«' + «' = «■ + s' + S^, 


. . . (1) 
. ■ ■ (2) 

einmal addirt 


rniil enilHoh 




»•-51/"'' + '" + 1^-1 (/»■ + ''- 
Um noch m zu bekommen, dient die Relation 


2n6 
2.6 


taug a . tang a' ^ — — ; 
0,' := oj 4" (* goscfzt, folgt 

aMang«./''"^"^'''"^"' + />^ = 





" 1 — lang tt . [(idg Kl 

aua welcher Gleichung sofort tang a. gesucht werden kann. 

Durch Auflösung der eben angeführten Gleichung läest sieh 

leicht entnehmen, daaa die Aufgabe nur dann möglich sein wird, 

— 2o6 
wenn tang o ^ - , _ ■ ■■; ist, 

der kleinste Wenh für ra ist demnach der, wo tangw = -i~-71, 

und der grosate, wo tang a ^^ ^^ZTT'' 

Allfgal>e 150. Ein paar conjngtrle Durchmesser und der 
Conjugalion 8 Winkel eind gegeben; man bestimme die Axen der 
Ellipse. 

Lösung. Sind dV die eonjugirten Axen, o (Ut Canjuga- 
tionswinkel, a und b die Axen, so hat man nach der früheren 
Aufgabe a« + Ji* = a'« + V^, 

ah ^= tt'i' . ein Ol, 
hieraus folgt sehr einfach 



b ^ i^ yd'' + b" + 2db' :^iiHO - ^yd'' + !/■' -2db' ^\um; 
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ferner ist tang a , taug (oc -f- ro) = — -,, 
woraus tang a folgt. 

Die CoQstruction der Wei-the a unO b läsat aicli am eia- 
fachateu dadurcli bewerkstelligen, daas man die Ellipse nach den 
cortjugirten Axen wirklicli conatruirf, und in der so verzeichneten 
Ellipse die Hauptasen bestimmt. 

Aufgabe 151. An eine Ellipse wird eine willkürliche 
Tangftite Tt (Eig. 51) gezogen, gleichzeitig zwei conjugirte Durch- 




messer TO und SO, so wird die Tangente durch dieselben in 
den Puncten S und T getroffen; zieht man nun durch den 
zu 5 y parallelen Durchmesser ÄA', ao hat man die Relation 
MT. MS = 'ao\ 
Lösung. Hat der Punct M die Coordinalen ic'y\ so ist 
die Gleichung der Tt 

u^yy' + b^c«a{ = aH^ (1) 

iÜT OS . . . y = Am (2) 

OT . . . y = A'.T= - -^-..T. . . ß) 

und Ofi . . . .V - - ^<.^ (4) 

Man hat ferner 

\^ a'Ay' + h'^ ' {y a'-l'/ + (■= i' ' 

'Ä'O = °* "^f '''' , WO C* = a' — ^)^ 
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Berücksichtiget man, dass ö^aj'^ — a^ b^ : 
'^ — a^li^ ^ — b' x'^ ist, 80 folgt 



eben 



MS = 

'mt 



Jj' + i-.') 



(."/fj+l"!-)- 

und MS . MT ^ '' ~ f '' = Ä~0. 




Aufgabe 152. Sind DD' und EE' (Fig. 52) ein paar 
CODJugirte Durchmesser der Ellipse, und zieht man durch D eine 
Tangente, 80 werden die Axen in den Puncten T und l geschnit- 
ten, und man hat DT . Dt ^ OE. 

Lösung. Die Gleichungen der Durchmesser sind 
DD' . . . y = Am, 
EE' . . . s = ^'» = -^«. 



Mau hat für D 



für Tt . . . a^Ay -\-h''iü-=ahya^A^ -\-b'^ 
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Suoht man nun die Puncte T v.vA t, indem man i 
einander a;= und ^ = setzt, so hat man 



j, = ±^\,\-' A' + b; 



rner 
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hVa' A 


+ b^ 





" 








A 


^^— 


— - 




B 


( 


\ 


/ 


/ 


P \ 


\ 


/ 


\ 


y 


C 


~~ 




'^ 


u 



■.t]/a^A^--\-b\ 



Atirgnbc 153. Ea 

soll einer gegebtnen 
Ellipse (Fig. 53) ein 
QuaUrat eingeschrieben 
werden, 

Lösung. Ist ^SCi? 
das gesuchte QuaJraf, 
80 ist wegen ÄB^^BB 
auch OP=zBP, also 
für den Punct B, x=y. 

Es folgt demnach aus 

sonacli die Seite des Quadrates 



Die Quadratseite igt alleogleich gefunden, wenn etwa der 
Punct B bekannt ist; der ergibt sich aber sehr einfach, wenn 
man bedenkt, dass > POS =45" igt. 

yi^'S- ^*- Aufgabe 154, Einer 

Ellipse ein Quadrat um- 
zuschreiben. 

Lösung. Essei (Fi- 
gur 54) Tt die Seite des 
umschriebenen Quadra- 
tes. Die Diagonalen der- 

^ selben fallen offenbar 

'^ mit. den verlängerlen 
Axen der Ellipse zu- 
sammen. 
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daher 


und da 


01 = 


= or 



Berührungspunct M die Coordlnaten 3 



durch welche Gleichuug die Ln.ge des Punctea M bestimmt wird. 
Oder auch y =~^a! in a^y'^ -}- 1^ x'^ = «^ i" geaefzt, folgt 

welehe Ausdrücke leicht couatruirt werden können. 

Aufgabe ISS. Kine Grerade von gegebener Länge bewegt 
sich auf dfln Schenkeln eines rechten Winkels; welches ist der 
geometrische Ort, den irgend ein 
Pnnct der Geraden bei der Be- 
wegung beschreibt? 

Lösung. Die gegebene 
Länge sei (Fig. 55) BC, und 
der Punct M werde diidurch 
fixirt, dass die Abstände 

BM=b, GM=a 
gegeben sind. Die Schenkel des 
rechten Winkels seien die Coor- 
dinatenaxen. 

Für jede Lage der Geraden 
gilt die Beziehung 

BP : MD = DM : CM, 



Fig. 55. 




yb^-y':b = x:a, 

a^b-^-y^=.b^x\ 

a^y^ 4~ b^x'^ = a" b", 

welches sofort die Gleichung 

der Ellipse auf ihre Hauptaxen 

bezogen vor stellt. 

Aii%abe 1 56. Ein rech- 
ter Winkel ÄBM (Fig. 56) 
gleitet mit seinem Scheilel JB 
an dem Schenkel Ox eines 
ebenfalls rechtenWinkelsyO«, 
10* 
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Und der Endpunct des Sehenkels AB, d. i. ^, am andern Schen- 
kel Oy; welchen Weg beschreibt bei dieser Bewegung der 
Punct M? 

Lösung. Wir wollen hier die Voraussetzung gelten lassen, 
dass der Punct M stets in der Ebene des Winkels x Oy bleibe, 
und die Axen des festen Winkels die Coordinatenaxen seien. 

Da für jede beliebige Situation des Winkels AB M, 
A BMP ^ /\ABO ist, 80 folgt 

AIP : MB = BO : AB, 
oder y : b = X — ]/6* — ?/" : a; 
hieraus folgt 

(a^ + b^)y^ — 2abxy + b^x"^ " h* 
als die Gleichung des geometrischen Ortes des Punetea M. 
Man untersuche diese Gleichung näher. 
Aufgabe 157. Die Curve zu finden, die durch den Schei- 
tel eines rechten Winkel, dessen Schenkel fortwährend Tangenten 
an eine Ellipse bleiben, beschrieben wird. 

Lösung. Es seien die Beriihrungs-Coordinaten der Tan- 
geuten a;'y', d' y" . 

Sind die Coordinaten des Scheitelpunctes des rechten Win- 
kels as und y , so müssen folgende (ileichungeu bestehen : 

^"yy -j- b^ ^ x ^ a' b" (1) 

aVy'+ *'^*" = aH^ (2) 

a'y'" + b^ a:'^ = a'' b^ (3) 

a'y"i 4- b^d'^ = a^b' (4) 

^;; = _ 1 ...... (5) 

Aus diesen fünf Gleichungen sind nun die Giöeaen x'y' 
x" y" zu eliminiren. 

Aus (1) und (3) y' ehminirt, folgt 

Ans (2) und (4) y" eliminirt, folgt dieselbe Gleichunff für 
af', woraus folgt, dass äj" eine Wurzel der Gleichung (6) ist, 
demnach hat man 

und auf ähnliche Art 

Diese Producte in Gl. (5) gesetzt, erhält man x' -f- )/' ^ «* -f ä' 
als die Gleichung des Scheitelpunctes. 
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Das gefundene Resullaf ist die Mittelpunctsgleichung eines 
Kreises, dessen Radius l/a^-^b' ist, und sofort leicht construirt 
werden kann. 

Fig 57. 
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Aufgabe 158. Es sei (Fig. 57) eine Ellipse gegeben; man 
trage auf der grossen Axe vom Mittelpuncte aus eine Länge 
AB-\-BD gleich der halben Summe der Axen auf, und be- 
schreibe über AD als Durchmesaei- einen Kreis. Durch jenen 
Endpunct der grossen Axe, der dem Mittelpunct des Kreises am 
nächsten ist, d. i. durch B, ziehe man die Sehne HBH', und 
durch die Endpuncte II und H' ziehe man die Linien Ali und 
Ali. Denkt man sich nun, die Puncte H und H' bewegen sich 
auf AR uod AR', ohne dasa HH' seine Länge ändert, so be- 
schreibt jener Punet derLinie 
im', der zuerst mit dem 
Puncte B zusammenfiel, eine 
Curve, deren Gleichung ge- 
sucht werden soll. 

Lösung. Es sei (Fig. 58) 
HH' eine beliebige Lage und 
M die Position des beschrei- 
benden Punctes. 

Sind AB und AR' die 
Coordinatenaxen AP = x', 
MP = y, 80 ist 
~—£-^ AH : (c^d) = ^' : d, 
AH': l,cA-d) = y : c, 
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,1,0 JM= "^/" und ÄE' =■ ^^ Y , 
inF'= AJj'i- Ätr'— 2 AU. AW. cos Ol, 

oder 1=1^+^-^.003».. ... (1) 
ala die Gleichung der geBuchten Curve, welche mit der gegebe- 
nen Ellipse denselben Mittelpunct hat. 

Setzen wir AB = a, BD = b, >BAE = a, zieht J)B, 
BJ\\DII und BK\\ÄH, so ist HK = BJ — aam'j. und 
BK=bco9,a.; aus dem /\BHK io\gt 

c = \/WK -^ BK'^ ]/«= sin a^ + b^ cos ct^ 

Wegen Bl-IB = <:i: folgt /\ABH'<^BDII, sonach 

S// : AB = SZ» : BH, 



BH' "" 








erner ist 

. , BK 6 tos» 




^'"- SZT y^.,i„„. + 6 


* COS «' ■ 


i?Ä: o sin « 




^^^'^ Bff -ya= sin »= + ( 


.'COSK^^ 


coä c] = cos (a + a!) = cos a cos «' 


— am 1 


r« — J) sin « coa « 





Setzt man nun die Werthe für c, d und cos ö» in die Glei- 
chung (1), so kommt 

^■.(„. sln.' + 6'cns«') y^ 

a'b-' ^ o' Bin a" + (.^ «^üs «^ 

a.V(.^5).n.oo., ... (2) 

Um diese Gleichung mit der der gegebenen Ellipse zu ver- 
gleichen , translormire man a/^ y'^ -\- h^ x'^ = a^ b^ auf dieselben 
Axen AR und AR'. 

Zu dem Behufe setze man in (1) 

a ooa a. -\- y coa a Statt a), 
y sin a! — a:' sin a „ y, 
oder mit üüehsicht der obigen WertSie für sin *' und cos a' 
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Diese Wertiie in (1) wirklich gesetzt, führen genau auf die 
Gleichuög |2), woraus erhellt, dasa die erzeugte Curve mit der 
gegebenen Ellipse identisch iat. 

Aufgiibe 159. Die Grundlinie eines Dreieckes und das 
Product der Tangenten der Winkel an der Grundlinie sind ge- 
geben; man soll den Ort des Scheitels finden. 

Ijösung. Es sei die Grundlinie des Dreieckes 2a, die 
Winkel an derselben a und »'. 

Nehmen wir die Grundlinie als Absciasenaxe, den Halbi- 
mngspunct zum Ursprung der Coordinaten, so folgt, wenn 
lang« . lang« = b, tanga = ■ _f — , tang a = ^ _ ^ , 

demnach — ^7-. ■ l: • = ^ i**ti 

^« + bx"" = aH (1) 

welches sofort die Gleichung einer Ellipse oder HJperbel ist, je 
nachdem 5^0 ist. 

Nehmen wir b positiv und vergleichen wir die Gleich. (1) 

mit ^ + |!= 1, so folgt A = a, B = aYb. 

Gleichzeitig folgt die höchst wichtige Eelatlon 
tang a . tang m' ^= ^ ^^ "1= ' 
Die beiden Dreieckaeiten bilden sofort Supplementarsehnen der 
Ellipse, und das Product der Tangenten ihrer Neigungawinltel 
mit der grossen Axe ist bekanntlich -j^. 

Aehnlich verhalt sich die Sache bei der Hiperbel. 



Fig. 59. 



Aufgabe 160. Aus 

dem Puncte (Fig. 59) 
werden zwei concentrischo 
Kreise beschrieben, deren 
Radien AO = a, BO = b 
sind. Man ziehe ferner 
einen beliebigen Radius 
OD, ziehe DP }_AÄ 
und CMWAA!; es soll 
der geometrische Ort des 
Punctesil/geauchtwerden. 
Lösung. Es eei AÄ die Abscissenaxe, Oy die Ordiiia- 
inaxe, OP:~-/e, MP=y die Coordinaten des Punctes M. 
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■ OC : OD 
' ^ b : a, 
■ + Vx'= = aH^ 

Aufgabe 161. AB CD sei 

ein Rechteck (Figur 60), Ox 
die Haibirungaiiiiie desselben 
OE^=a werde in n gleiche 
Tlieile getheilt, ^ sei der r^ 
Theilungspunct von aua ge- 
zählt; eben eo werde BE=h 
in n gleiche Theile getheilt, und 
Q aei der t"' Theilungspunct 
von B gegen E. Man verbinde D mit F und A mit G, und 
bestimme den geometrischen Ort des Punctoa M. 
Lösung. OF^r-l, B G = t ^-. 

OF=x, MF = y die Coordina- 
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(I) 



Ox und Oy seien die Ä 
ten dea Punctes M. 

Wegen HM\\ Ox folgt OD : DH = F : HM 

oder b : (b -\-y) ^^ r . - ; x . 
Aus AJ : AB — JM : BG geht hervor 

«, : « = (6-j) : r.^ (2) 

Aus (1) und (2) - elimlnirt, wodurch keine bestimmte Lage 
des Punctes J/ betrachtet wird, folgt a?y^ -\-b^x'^ = a^b^. 

Aufgilbe 162. Es sei wieder 
ein Rechteck gegeben (Fig. 61). 
Die Seiten BC=a und BO = b 
werden in n gleiche Theile ge- 
theilt, BD = T.l, BE=r.t, 
Die Linien AD und AE be- 
stimmen in ihrem Durchschnitt 
einen Punct M, dessen geometri- 
scher Ort ermittelt werden soll. 
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ung. Es ist 






Ä'O : ÄP = 


OE 


MF 


Dder a : (a + ^) ■ 


"H'-y 


!/ 
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DC, 



ferner AF : AC = MF 

!/ ■ i = (<t — a) 

Aus (1) folgt l — '- = -^ 

Durch Gleichsetzung dieser Auadrüeka folgt 

Anmerkung. Wie nach den Andeutungen in den Aufga- 
1 160, 161 und 162 die Conetruction der Ellipse ausgeführt 



^ 



ist für sich klar. 
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Aufgabe 163. Im ver- 
längerten Durchmesser ei- 
ne. Kreise» (Fig. 62) sei 
ein Punct A angenommen, 
durch diesen werde eine 
Sekante AB zum Kreise 
gezogen. Durch den erste- 
rcn Durch schnittspunct C 
mit Oas eine Parallele GM 
irt, wird der Itadius 



03 im Punote M geschnitten ; welcher ist der geometrische Ort 
des Punctes M'i 

Lösung. Es sei der Mittelpunct des Kreises und An- 
fangspunct der Coordinaten, PO^^a: und MP = y die Coordi- 
naten des Punetes M, so folgt wegen 

A BMC ~ BOA, 
BO : ÄO = BM : MC, ___^ 
BO = r, AO = a, BM = r — Yx^^y'' 
und MC = tr. -^ \/r^ — yS 



oder r (x + y'r^ "^ f) = a{r~ Vai" + y^) . . . I. 
Zieht man den Radius OC, und zieht durch B mit Ox die 
Parallele BM', so hat man ebenso für die Lage des Punetes M' 
/\AOC c^ B CM', 
CO : AO = M'C : BM', 
CO = r, AO = a, M'C = ]/x^ + y^ — r 
und BM' •= X -\- Yr' — y^ 
r{x + Vr'-y^) = - a{r - Y^FTV) ■ ■ ^^^ 
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Die Gleichung I. rational gemachi, gibt 

4- iar^la^ — *■=)« ~ (a* — rY r^ := . .1', 
welchea sofort die Gleichung einer Ellipae iät. 

Für den Mittelpunct folgt die AbaciBse d = , _' , ■, und 

die Axen A = r, B = ^-^^^-p-. 

Macht man die Gleichung II. rational , so kommen fttr A 
und B dieselben Werthe, woraus hervorgeht, dass die beiden 
Ellipsen congruent sein werden; für die Lage des Mittelpunctes 
hat man jedoch im zweiten Falle d = -|- - , -■ _ ^_i . 

Zusatz. Es soll die Rechnung gezeigt werden, wodurch 
die Gleichung I. rational wird. 

Aus »■ (a- + V'^^—y^) ~a{r — }/ x^ + y*) folgt 

zum Quadrat erhoben 



oder 



(^a_^2)(^3_^2_^«j - 2ar^x = 2av-\/(a,- + y^)(r^-,f), 
nochmals quadrirt 

= ia^r*x^ -\- ia^r^y^ — ia^r^m^y^ — ia'^r^y'^; 
4a^j'*3.'^ beiderseits weggelassen, rechts vom Gleichheitszeichen 
4a*)'^j/* zum Factor genommen, und die ganze Gleichung durch 
{r^ — .1^* — S*^) dividirt, so folgt 

(«' — »■^)M'-*~Ä* — /) - iar^wla^ — 'T^) = ia'r^y\ 

Ordnet man diese Gleichung, so folgt die Gleichung I'. 

Aufgabe 164. Es soll eine Ellipse gezeichnet werden, 
wenn einer ihrer Brennpuncie, ein Punct der Curve und die zwei 
Axen der Grösse nach gegeben sind. 

Lösung. Nennen wir den gegebenen Punet M, den gege- 
benen Brennpunct F, den andern F'. Können wir die Lage des 
zweiten Brennpunctes F' auflinden, so ist die Aufgabe als gelöst 
zu betrachten. Da nun MF']-MF' = 2a ist, so folgt, daas 
wenn aus M mit dem Halbmesser (2a— MF) ein Kreia beschrie- 
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bell wird, dieser durch den zweiten Brennpunct F' gehen wird; 
dieser Kreis, durch den aus F mit dem Halbmesser 2 l/u" — ^ 
beschriebenen Kreis geschnitten, liefert den Brennpunct F. Die 
weitere Consfruction ist nunmehr sehr einfach. 

Aiifgnbe 165. Au eine Ellipse ist die Tangente sammt 
dem Berührungspuect gegeben, dann die Lage des Mittelpunolea 
und die grosse Axe; man soll die Ellipse verzeichnen. 

Lösung. Beschreibt man aus dem Mittelpunct mit dem 
Haibmeaser a einen Kreis, so sehneidet dieser die Tangente etwa 
in den Puncten M und M' ; in diesen Puncten auf die Tangente 
Senkrechte errichtet, so gehen diese durch die Brennpuiicte. Zieht 
man noch MO und führt durch den Berührungspunct iV zu MO 
eine Parallele, so geht diese durch den einen Brennpunct, ebenso 
kann der zweile bestimmt werden. 

Sind die beiden Brennpuncte bestimmt, so bietet die wei- 
tere Construction nunmehr keine Schwierigkeit. 

Aufgabe 166. Eine Ellipse zu construiren, wenn nebst 
der Lage und Grösse der grossen Axe noch eine Tangente ge- 
geben ist. 

Lösung. Die Lage der Brennpuncte lässt sieh allsogleich 
ausmitteln, wenn mau aus dem Mittelpunct, d. i. dem Halbirungs- 
punct der Axe 2 a, mit dem Halbmesser a einen Kreis beschreibt, 
in den Durchschnittspuncten desselben mit der Tangente auf diese 
Senkrechte errichtet, welche die grosse Axe sofort in den Breun- 
puncten schneiden. 



l^^e. 63. 



y ■ 






Aufgabe 163. Ucber ^^'=2a 
(Fig. 63) werde als Durchmesser 
ein Kreis beschrieben. Man zieht 
beliebige Sehnen, wie NF, und 
theilt diese in M, so dass 
MF : MN = w : I 
Statt findet; welches ist der 
geometrische Ort des Punctes M? 
Lösung. Der Halbirungs- 
punct der AA' sei der Ursprung, 
Oy die Ordinalen- , j4a!dieAb- 

— Mi' ist, so hat man 

- , = « : 1 
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welches nun die Gleichung einer EUipa« 
Vergleiehung derselben mit A'^t/' -\- B^x' 



t. Es folgen Juvch 
: A-B^ die Axen 



h B gegeben, so folgt die Verhältnisszahl n = -r~^- 
PI g^ Aufgabe 168. Ueber 

AA'=2a (Fig. 64) werde wie- 
der ein Kreis beschrieben, Fp 
sei senkrecht auf A Ä', und 
durch I' werde ein beliebiger 
Strahl FN gezogen, durch N 
eine Senkrechte NP auf A'O 
geführt, durch B (wobei BO=b 
ist) werde die Linie B ge- 
zogen, welche die NP im 
Puncle M achneidef; welches 
ist der geometrische Ort der 
nach diesem Erzeugungs-Prln- 
eipe conatruirten Curve? 
Lösung. Wegen iV-P: iI/P==i^O : -BÖ folgt 
]/ «* — .«* ; y =^ a ; b , 

oder a^y^ + b'^x^ = a^b^ 
ila Gleichung des geometrischen Ortes. 

Aufgabe 169. Zwei conjugirfe Durchmesser sind der Grösse 
ind Lage nach gegeben; man soll die Ellipse construiren. 




Fig, 65. 



Lösung. Es seien (Fig. 65) 
AÄ = 2a und BB' = 2b' die 
conjugirten Axen. Man be- 
schreibe mit a aus einen Kreis, 
ziehe D senkrecht auf A A', 
und verbinde D mit B, 

Zieht man nun durch einen 
beliebigen Pun et Pmit OB eine 
Parallele 
QP 1_ AÄ und QM \\ BD, 
so ist M ein Punct der Ellipse, denn es folgt aus den ähnlichen 
Dreiecken BOB und PMQ 
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MF : 



I-Q 



BO : DO 

■■ b' : a, 



oder y : ]/«" — x^ 
a'^f + b'^^' 

welches sofort die Gleichung der Ellipae iatj auf ihre conjogirfen 
Axen bezogen. 

Aufgabe UO. Ea soll die Polargleichung für die Ellipse 
gesucht werden. 

Lösung. Verlegen wir den 
Pol in den Brennpunct F (Fi- 
gur 66) , nennen wir für einen 
beliebigen Punct M den Leit- 
Btrahl u, die Winkeldistanz g), 
so foigt , wenn man berOck- 
"*" ' " "^ * siehtiget, dass 

MF= u = a ~ ex, 
) e die Excfintricität der Ellipse bezeichnet, ferner 

PF = — M coa (p und OP = x = c + u coaq> ist, 
w = a — e {c + M cos qd) 




l + e 



und wegen e = - oder c = 



als die verlangte Polargleichung. 

Um alle Puncto der Ellipse zu bekommen, hat man in 
Gleichung für 9) alle Werthe von 0" bis 360" zu schreiben. 

Zusatz. Dass MF=a — ex ist, folgt aus Folgender 



oder y^ 



MF 


= PF 


+ 


MF , 


'MF 


=•(.' — 


1)' 


+ y' 


^^(a^ — x") geaetze, 






Wt'=«?{,^ 


-# + 


b' 


a' — n 


alio 


MF = 


a* 


CJ 


und 


MF = 


a 


— ex. 
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Fiinftcr Abschiii«t. 

Aufgaben über die Hiperbel. 



Aufgalie IJI. Es soll die Gleichung 
Äf — Bx-^ = ± C 
consfruirt werden. 

Löaiing. Betrachten wir vorerst die Gleichung 

Af — Bx^ = — C (]) 

so kann diese Gleichung, da A uni] B verschiedene Vorzeichen 
haben, eine Hiperbel voratellcn, deren Axen leicht durch Ver- 
gleicliung mit 

a^y-^ „ J2^.2 = _ öH« . . . . (2) 
gefunden werden können. Da die Gleichung (2) eine Hiperbel 
siuf ihre Hauptaxen bezogen vorstellt, so folgt, da die gegebene 
Gleichung mit (1) dieselbe Form hat, 

»»Kl. '-Kl- 

Die Gleichung 

Ay^ — Bx^ ^ -\- C {^^ 

stellt wieder eine Hiperbel vor, jedoch mit dem Unterschiede, 
dass jetzt Ordinalen- und Abacissenase vertauscht erscheinen, 

Aus (3) folgt Bx^ — Alf = — C, 
X mit y vertauscht, By^ — Ax^ = — C; 
jetzt folgt a = 1/|, b - ]/|. 
Man hat; 



I. für 4y' 


— 25 1" = ~ 100 




a = 2, t = ßi 


II. „ »" - 


-*" = o 




<. = J = 3; 


III. „ 3j,' 


— 7«' = - 21 




„ = Ks, s = K?; 


IV. , hf 


— lla:^ = 3, hier vorerst s: mit y vertauäoht, 




a^Vi, S = )/A. 



y Google 



^159^ 

Aufgabe 172. Es soll die Gleichnnp; 

Ay^ -H Bx^ + Cj/ -f 7>a' + £ = . . . (1) 
construirt werden ; A und B mögen vereeliiedene Vorzeichen 
haben. 

Lösung. Haben A und B verschiedene Vorzeichen, bo 
bedeutet die gegebene Gleichung im Allgemeinen eine Hiperbe!, 
oder zwei sich schneidende Gerade. 

Versetzt man wieder den Ursprung des rechtwinkeligen 

Coordinatcnsystems, worauf sich die gegebene Gleichung bezieht, 

in den Mittelpunct der HiperheJ , so findet man für die Coordi- 

naten des Mittelpunctea genau ao wie hei der Ellipse (Aufg. 137} 

D c 

und man gelangt zur einfacheren Gleiciiung 

Ag' + Bw' = E' (2) 

wobei E' — — (Ai/' + Bp^ + Cq + Dp + E) 
oder £' = -(jJ + 5iL+ii). 

Hat man die Gleichung (2) gerechnet, so unterliegt die 
Axenbestimmung der Hiperbel nunmehr keinen Schwierigkeiten. 
Diese Regeln mögen auf einige Beispiele angewendet werden, 
I. ^^ - 2tß + 6.. - 4j/ + 12 = 0. 
^= — 2, B = \, C= — 4, D=Q, E=n, 
p = — 3, 5 = —!, E'= — 5, 
und I. reducirt sich auf die Gleichung 

^^ -2f == ~ 5. 

IL 2y^ — 3a,'= — 4y — 2a: -f 10 = 0, 

P = — i, ? = i, E'=— V' 

6!/" — 9«' = — 25. 

III. iy^ — x^ — kSSy — 6a: 4- 91 = 0. 

p = — 3, q = h, E'= 0, 

4i»^ ~ ic^ = 0; 

hieraus folgt aber y ^ ± | . 

Das sind zwei durch den Mittelpunct gehende Gerade. Aul 
das ursprüngliche Coordinatenszstem bezogen, hat man 
^ = 5 ± i(^ + 3). 
Löst man die Gleichung III. unmittelbar nach y auf, so 
folgt ebenso j/ = 5 ± ^ (a; + 3)- 

Die Gleichung III. bezeichnet sonach ein System zweier 
durch den Punet f = — 3, g = 5 gehenden Geraden. 
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Aufgabe 173. Es soll die Gleicliur.g 

Äi,^ + Bxy + C^^ ^ Dy ^ Ex -^ F = ü 
construirt werden, wenn i?^ — 4^C>0 ist, 

Lösung, Man wird mit der gegebenen Gleichung genau 
so verfahren, wfe dies» mit der Ellipse (in Aufgabe 138) gesche- 
hen ist, 

ßestimmt man eich zuerst die Coordinaten des Mittelpuncles 
der Hiperbel, so kommt 

— ^^E — BD _ 2GD~ BE 

P~ B^-'iAC 5— B' — iAC' 
dadurch gelangt man zur einfacheren Gleichung 

Ay^ + Baiy + C^' + F' = . . . (1) 
wobei F' ^P+ Sl±i£. 
um in (1) das Eeohteck xy wegzuschaffen, ist fg2a = -^z:^ 
zu setzen, und man gelangt zur Gleichung 

ü/j/" + Nx^ ^ F' = . . . . (2) 
wo M = IM 4- C) + ^YB^ + iA-O^ 



JV == i(A -f C) - ^\/ß^ + {A~Cy. 
Die Gleichung wird dann wieder zur Bestimmung der Axcn 
nach Aufgabe 171 weiter ausgeführt werden können. 

I. y" - 2^y - ^'^ ~ y -I- ;« + 1 - 0. _ 
Hier ist B' ~ ^AC '^ 0, sonach hat man es mit einer Hi- 
perbel zu thun. 

lang 2a = 1, p = 0, q = i, F' = , 
y'^ — Imy ■— a^a _]_ | _ o, 
M = 4|/2, iV = — 4V2, 
sonach ist die Schlussgleichuog 

»'-»' = - 4F2' 



W} 



vr 

H. 2*/^ — 63;y -f «^ + 8j/ -}- 2x — 6 = 0. 
fang2cc = 6, p = 2, ? = 1, -f" = 0, 
2)/^ — %ixy ■\~ a'^ = 0; 
hieraus folgt unmittelbar 

Es repräsentirt sonach die Gleichung H. zwei gerade Linien, die 
auf das ursprüngliche Axen System bezogen 
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ra. y^ — 2^y — 2j, + 4vB = 0. 
taug 2a = 2, p = l, <? = 2, F'=0, 
y^ — 2a:;/ = 0, 
y(y — 2«) = 0, 
Es ist y = oder y ~ 2« = 0, d. i. y = 2iK, wornach die 
Gleichung IIL wieder zwei Gerade vorstellt, oder auf das ur- 
sprüngliche Axensystem bezogen, 

^ == 2, y ^%ix. 
Aufgabe 174. Man soll die Gleichung der Tangente för 
die Hiperbel bestimmen, wenn diese auf ihre Asymptoten bezo- 
gen ist. 

Lösung. Es sei demgemäss die Gleichung der Hiperbel 
xy-^h^, der Bürührungspunct ic y , und die durch diesen Punct 
gezogene Secante y ~~ y = ^ , ~-^., - (x — a;'}, 

wo x" y" die weiteren Endpunofe dieser Secante in der Hiperbel 
bezeichnen. 

Drückt man nun aus, dass die Puncte ai'y, x" y" der Hi- 
perbel angehören, so hat man 

^ y\ = ^^ 

x" y" = i^ demnach x y — jc j/ ' = 
oder X y — x' y" ■\- xy — X y ^=0, 

v — y" _. ii 

also ist die Gleichung der Secante 

y -y = -'^{x-^x\ 

Soll diese Secante in eine Tangente übergehen, so müssen die 
Puncte isy, x" y" aufeinander fallen, daher x' = 31 und y" =:y' 
werden, so dass man für die Tangente die Gleichung hat 

;/ — !/' = — 7 (« — a^')- 

Aufgabe 11.5. Vom Mittelpunct einer gleichseitigen Hi- 
perbel fälit man auf die Tangenten derselben Perpendikel; welches 
ist der geometrische Ort der Fusspuncte? 

Lösung. Die Gleichung der gleichseitigen Hiperbel ist 

>/*-«' = -<•' (1) 

die Gleichung irgend einer Tangente 

yy' ~ X3! = — a" (2) 

die Gleichung der durch den Mittelpunct darauf senkrechten Geraden 

H»b«rl, Beläpielsanmil. ana am analyt Geomslrie. H 
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S- = -|-»^ (3) 

für den Durchschnitt der Geraden (2) und (3) 

U = ^^. ■ (5) 

Eliminirt man aus (4), (5) und y^-~a'*= — a', i'undjf', 
ao folgt 0!^ -\- ^^ = a^ als Gleichung des geometrischen Ortes. 

Fig. 67. 



y 


f. 


1 
1 








A 




i 






B -x 



Aufgabe 126. Ueber einer gegebenen Linie AB (Fig. 67) 
so!l ein Dreieck ABM beschrieben werden, auf dass, wenn die 
auf AM und BM senkrechten Geraden BC und AT) gezogen 
werden, die Summe der Dreiecke ABM und ABN einem gege- 
benen Quadrate gleich wird. 

Lösung. Es handelt eich hier offenbar darum, den Punct 
M zu finden; nennen wir die Coordinaten desselben x und y, 
NP = y', AB = a, so ist 

l^^AMB = ^ay, 
^ANB = ^.ay\ 



Nennen 
Belation 



Summe ^ 3'^(^"I~J/)- 
is gegebene Quadrat q^, 



haben wir die 



^ « (j/ + /* = q^ 
Da wegen /\NBP^ AMP 

NP : BP = AP : 
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und in (1) substifuirt 

I- = & gesetzt, folgt für die Lage des Punctes M 

,f - %by - ^= + aar = 0, 
welches sofort die Gleichung einer Hiperbel ist. 

Aufgabe IIT. Es soll der Ort dea Scheitels derjenigen 
Dreiecke gefunden werden, welche über einer gegebenen Grund- 
linie errichtet sind, und in welchen die Differenz der Winkel an 
der Grundlinie eine gegebene Grösse hat. 

Lösung. Ist die Grundlinie 2a, die gegebene DiiFerenz 
der Winkel (3 und ß', d, nimmt man ferner die gegebene Grund- 
linie als Abscissenaxe, im Halbirungspuncte der Grundlinie senk- 
recht darauf die Ordinatenaxe, so hat man 

tang|3=^^, tangj3' = ^, 

und wegen d = j3 — ß' 

, tang ß — tang 

tanga — ^ ^ t^ng ß tnag J3' ' 
oder nach gehöriger Substitution und Reduction 

y^ -\- ^ cotang d.xy — x''-^a^ = 
als Gleichung des gesuchten Ortes. 

Nach dem charakteristischen Binom B^ — iAC ist sehr 
leicht zu ersehen, dass die gefundene Gleichung eine Hiperbel 
bezeichnet. 

Man findet sehr einfach für jede der Axen dieser Hiperbel 
a |/sin d. 

Aufgabe 118. Man soll den Ort der Mittelpuncte aller 
gleichseitigen Hiperbeln finden, welche durch drei gegebene 
Puncte geben. 

Losung. Die Gleichung der Hiperbel ist im Allgemeinen 
Äy^ + Ba^y + Ca:'' ■\- I)y + Ex + F = (i, 
und für eine gleichseitige Hiperbel 

Ay^ + Ba,y ^ Ax'^ ^- Dy -^ Ex ^ F = Ü. 
Diese Gleichung können wir noch um einen Coeffioienten 
verringern, wenn wir sie durch A dividiren, sonach lässt sie sich 
auf die Form bringen : 

y^ + axy — w"^ -^^ hy ■{■ cx ■\- d = . . (1) 

Denken wir uns ferner den Ursprung des rechtwinkeligen 

Coordinatensystems in einen der drei gegebenen Puncte gelegt, 

und die Abscissenaxe noch weitere durch einen zweiten Punet, 
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dessen Abscisse wir x" nennen wollen; die Coordmaten des drit- 
ten Punctea seien endlich x y. 

Da die Hiperbel (1) nunmehr auch durch den Ursprung 
geht, so ist d = 0, und da sie durch den Punct x" und y = 
geht, so folgt ans (1) c = x", 

und demnach nimmt die Gleichung (1) die Form an 

»/* + axy — x^ -\- hy -]r m" x = ■ ■ ■ (2) 

Da auch noch die Coordinaten x y der Gleichung (2) ge- 
nügen müssen, so folgl, dass noch immer einer der Coefficienten 
a oder b vollkommen willkürlich bleibt, wornach, wie von selbst 
klar, es unendlich viele Hiperbeln geben wird, die durch die 
drei gegebenen Puncte gehen werden. 

Um übrigens auf die Lage der Mittelpuncte dieser Hiper- 
beln zu kommen, so folgen diese im Allgemeinen aus den Glei- 
chungen ^Aq -\- Bp -\- D = a, 
2Cp + Bq + E = 0. 

Diese Gleichungen, auf unseren Fall reducirt, lauten 
2q + ap -\- b = 0, 
%p — aq — «"— 0. 

Diese zwei Gleichungen noch mit der Bedingungsgleichung 
y'^ -j- ax'y — «'" -\- by + ^.-'x" = 
verbunden, indem aus dieser a und h eliminirt wird, so folgt für 
p und q die Gleichung 

P" +--?' - i(2ar' 4- x")p — ^ (^^ — x'^ -H a-x") 9 -(- i^ = 0, 
welche einen Kreis repräsentirt , und für die Lage der Mittel- 
puncte der gteicheeitigen Hiperbeln gÜt. 

Man überzeugt sich sehr leicht davon, daes dieser Kreis 
durch die Halbirungspuncte der durch die drei gegebenen Puncte 
bestimmten Dreiecks seilen geht; hieraus lässt sich Folgendes 
ziehen : 

Schreibt man einer gleichseitigen Hiperbel irgend ein Dreieck 
ein, halbirt die Seiten desselben, und legt durch diese Halbirungs- 
puncte einen Kreis , so geht dieser durch den Mitteipunct der 
Hiperbel. 

Aufgabe 119. Zwei sich schneidende Gerade und ein 
Punct D sind gegeben. Um den Punct 3) dreht sich eine an- 
dere Gerade, und schneidet die gegebenen Linien in den Puncten 
B und Ci man soll den Ort jenes Punctes M finden, der die B C 
60 theilt, auf dass MC=DB ist. 
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Lösung. Man nehme die gegebenen Geraden zu Coordi- 
natenaxen, bezeichne die Coordinaten des Puncted D durch « = oc, 
!/^j3, nehme an, der Punct B liege auf der Abscissenaxe, und 
habe die Abacisae x = x, der Punct C hingegen auf der Ordi- 
natenaxe, und habe die Ordinate y = y', man hat alsdann für eine 
besondere Lage der 

5C ...?, + ^ = 1 .... (1) 

Bezeichnen wir die Coordinafen des veränderlichen Punctee 
M durch x und y, und setzen den Neigungswinkel der gegebe- 
nen Geraden ro, so folgt 

^ö'— {x'—a)^ 4- P^ — 2(a^'— a)p.COS(», 

Md= x^ + {y-yY + 2fl;(y — y')coaM, 
demnach 
3.'* + iy — yV -\- 2a:(y — y'}coaa) = 

= (a - a^')» _l_ ß2 _j_ 2 (a — .x') (3 . cos ra . . . (2) 
Da noch die Puncte D und M der Geraden (!) angehören, 
eo hat man noch die Gleichungen 

«■^ + p-^ = " 



1 



(t) 



Um nuQ die epecietle Lage der Geraden S C zu umgehen, 

elirainire man aus den Gleichungen (2), (3) und (4) die Grössen x'y' 

Aus (3) und (4) folgt 



?('-■■) 

s-f ■ 
ichung (2) substituirt, führen zur 



Diese Ergebnisse i 
Gleichung 



^[(* ^ «)■ + (y - 13)= + 2(1 - .) (y - p) cosio] . 
■)' + (S-ß)' + 2(1 — «)(y-|3)cos«i], 
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hieraus folgt für das obere Zeichen 

xy = 2|3.if — »ß (5) 

und für das untere Zeichen 

^2, = «ß . . ._ . . . . (6) 

Beide Gleichungen (5) und (6) drücken Hiperbeln aus. Die 
Gleichung (5) ist der Ort des Punctes M, wenn von den beiden 
Punctcn Mund D der eine auf der BC selbst, der andere aber 
auf ihrer Verlängerung liegen soll. Gleichzeitig sieht man, dass 
sie durch den Punct _D geht. 

Die Gleichung (6) ist der Ort des Punctes M , wenn M und 
D gleichzeitig auf der B C selbst oder auf der Verlängerung der- 
selben Hegen; diese geht gleichfalls durch den Ponct D. 

Aus der Lösung dieser Aufgabe lasst sich folgender 8atz 
herleiten: Jede Sehne einer Hiperbel wird von den Asymptofen 
ao geschnitten , dass die zwischen den Asymptoten und der Hi- 
perbel liegenden Stücke der Sehne einander gleich sind. 

Aufgabe 180. Durch die Endpuncto A und Ä eines 
Durchmessers ziehe man zu zwei conjugirten Darehraesseru pa- 
rallele Linien, und suche den Ort des Durchschnittes derselben. 

Lösung. Es seien die Coordinaten der Puncte A und A 

beziehungsweise x y und — w, — y ; sind die Gleichungen der 

conjugirten Durchmesser y^mx und y^rrix, wo also mm'=^ — 

ist, so folgt für die Gleichungen der parallel gezogenen Geraden 

y — y = m (a — CG) , 

y -\. y = m(!e-\-x'), 

also m = |^, "^ -vri' 
demnach ^^, . ^ = ^„ 4=4 = K 
oder a^y^ — b^w'^ = ^^y'^ — b'^x'^; 
oder da a'y'^ — h^ x'^ = — a^&S 
so ist «*«/* — b^ x^ = — a^b"^. 
Da aber x und y die Coordinafen des gemeinschaftlichen 
Durchs chnittspunctes bezeichnen, so folgt, dass dieser selbst sich 
in der Hiperbel ergeben wird, nachdem seine Coordinaten der 
Gleichung der Hiperbel Genüge leisten. 

Aufgabe 181. Man zieht durch einen beliebigen Punct M 
der Hiperbel (Fig. 68) zu einem von zwei conjugirten Durchraes- 
eern etwa M3i' || BD', so folgt das Rechteck 
MN . Mn = Wo' = a'^. 



yGoosle 



167 




Lösung. Die Gleichung der 
Hiperbel , auf conjugirte Axen 
bezogen, iat 

** ^y^ — ^'^ x^ ^= — a'^ 1)'^, 

die Gleicltung der Asymptote ON', 

b' 
y =. -, . ^. 

Da aber MM'\\DD' ist, folgt, 
wenn wir das p des Punctes M 
mit y, und das zugehörige x 
mit a: bezeichnen, 



oder 



(»' + 1) (i - *•) = «". 

Wegen OP = x, Op=^x 

x' — X = OP — O'p = pP = MN, 

x' -\- X = OP -\- Op = Ms, -ir Ns; 

oder da, wie sich leicht zeigen läset, Ma = M s ist, 

x' -]- X === M' a -]- Ns — M'N = Mn, 

MN.Mn = a\ 

Ganz auf dieselbe Weise folgj 

MN'. Mn = b'\ 
Aufgabe 182. Man fälle vom Brennpunct eine Senkrechte 
auf die Asymptote, so liegt der Durchschnittspunct gleichzeitig 
in der Richtlinie. 

Lösung. Man hat für die Asymptote y^~x, das aus 

dem Brennpunct darauf gefällte Perpendikel ist y = — Wx — c), 
und für die Abscisae des Durchschnittes dieser beiden Geraden 
folgt a; = — , welches sofort auch die Gleichung der Richtlinie iat. 

Aufgabe 183. Der Asympfotenwinkel und die auf die 
Asymptoten bezogenen Coordinaten eines Punctea der Hiperbel 
sind gegeben ; man bestimme die beiden Axen. 

Lösung. Nennen wiv den Asymp toten winkel 2a, die Coor- 
dinaten des gegebenen Punctes x' y , so folgt nach der Gleichung 
einer Hiperbel auf ihre Asymptoten bezogen, 

■»'»' ■= '^4^ 0) 
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la,g t. = ± ; (2) 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

^ ^_, ^_ 2y'x'y'. cos», 
6 = ± 2yx'i/' . sin «, 
wornach die Axen bestimmt sind. 

Aufgabe 184. Die Äsymptotenwinkel und die Eutfernung 
der beiden Brennpuncte sind gegeben ; man construire die Hi- 
perbel. 

Lösung. Da die Construotion bei bekannten Axen sehr 
leicht ausgeführt werden kann, so wollen wir diese angeben. 
Nennen wir die Entfernung der Brennpuncte 2c, so ist 

«' = a' + 6= (1) 

Ist der Asymptotenwinkel 2a, so ist 

tang« = ±^ (2) 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgen sofort die Werlhe 
für a und b. 

Was die Conatruction betrifft, 
80 wird man sich einen Winkel 
= 2a zeichnen, die Schenkel des- 
selben über die Scheitel hinaus ver- 
längern, so sind diese die Asym- 
ptoten, Haibirt man noch den Win- 
kel 2a, 80 bekommt man die üieh- 
tung der reellen Axe (Fig. 69). 

iMacht man noch AO ~ c, 
und macht AB _L Ose, so sind 

AB = b, OB = a 
die Äsen der Hiperbel. 
Aufgabe 185. Eine Asymptote und drei Puncte der Hi- 
perbel seien ihrer Lage nach gegeben ; man soll die Curve 
conetniiren. 

Lösung. Ea seien die gegebenen Puncte Ä, B und C 
Zieht man die Sehnen AB und AC, so werden diese verlängert 
die gegebene Asymptote in den Puncten D und E schneiden. 
Trägt man yon A und C beziehungsweise auf den Verlängerun- 
gen der AD und CE, AF^BD und CO=^AE auf, so 
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Fig. 70. 



liegen (Aufg. 179) die Puncte Fund in der zweiten Asymptote, 
welche nunmehr bestimmt ist. 

Sind aber die zwei Asymptoten und überdiess Puncte der 
Hiperbel bekannt, so unterliegt die weitere Verzeichnung nun 
keinen Schwierigkeiten mehr. 

Aufgabe 186, Die Richtlinie, eine Asymptote und eine 
Tangente für eine Hiperbel sind gegeben ; man bestimme die 
Axen derselben. 

Lösung. Easei(Fig.70) 
Bli die ßichtlinie, uv die 
Asymptote und Tt die ge- 
gebene Tangente. Zieht man 
durch A auf i^iJ' die Senk- 
rechte ^-S, setzt >w^5=a, 
so bezeichnet AS die ßich- 
tung der Axe und >■» deu 
halben Äeympiotenwinkel. 
Das Dreieck ABT ist 
" als gegeben zu befrachten, 
man setze ^B = m, AT=n. 
Nehmen wir ferner an, 
sei der Mittelpunct der 
Curve, und ziehen Oa; J_ i?JS'. 
Bedenkt man noch, dasa 
AO = a der halben reellen 
Axe, /\ABT<:^ /\OtT, 
so ist 





Ot : 0T= AB 
oder '^. ; (a^n) = m : r 
oder a^n = m(a-\-n)a:' 
ferner ist tang a ^ - . 



AT, 



• ■ . (1) 

... (2) 

tang|3 =^ (3J 

md da x y' ein Punct der Hiperbel ist, 

a^/= — ö^ä'* = — ß'ö^ .... (4) 
Aus diesen vier Gleichungen folgen nicht nur die Grössen 
( und b, sondern auch die BerOhrungs-Coordinaten x >/ . 



Aus (1) folgt 



m(o + «)' 
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ferner aus Gleichung (3) 



oder wegen l>^ = a^ tang a' 

y' = 



m {a + n) taug l 
• und y' in (4) gesetzt, bekommt man 



h = tang a I — m _ 



- tang« . cotgß , 

- |/l — tang »^ cotg ß^l. 

Zusatz. Wir haben in der vorigen Entwicklung aU be- 
kannt angenommen, daas AO = a ist. Die Gleichung der Richt- 
linie ist a:=-, die der Asymptote y=:-a;, demnach sind die 
Coordinaten des Punctea 

\x ^j, und To' = "^, + ^° = a^ 

j„ "'' sonach J. = «. 



Anmerliung, Uebor die 
in Aufgabe 191 nachzusuchen. 




net, ferner sei ^ ÄOD=! 
Punctes C allgemein durch w, y. 

Aus der Figur folgt unmittelbar, dass 
CO = h'^ = x^ -\- y^, tang a . tang a' = 



Richtlinien an Kegelschnitte ist 

Aufgabe 18?. Auf dem 
hiperboliachen Aste SAB' (Fi- 
gur TIJ bewegt sich der End- 
punct D des Durchmessers 
DD', der demnach alle Wer- 
the von 2 a bis oo annimmt. 
Gleichzeitig mit DDf muss 
sich auch der conjugirte Durch- 
messer CC mitdrehen; man 
soll den Weg bezeichnen, den 
der Punct C bei dieser Be- 
wegung beschreibt. 

Lösung. Die veränder- 
lichen Halbaxen DO und CO 
werden mit ä und V bezeich- 
AO C = a, die Coordinaten des 
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lang « 2 = • 
und durch Gleichstellung 



woraus a^y^ — b^x'^ = + a^ö' .... (1) 
folgt, wenn die obige Gleichung i'^ =i ^* -f »/' benützt wird. 
Diese Gleichung (1) repräsentirt offenbar eine HJperbel, welche 
zur gegebenen conjugirt ist, und sofort der geometrische Ort des 
Punctes C ist. 

Zusatz. Um die in Gleichung (m) angegebene Kelation 
herzustellen, bemerke man : Transformirt man die Gleichung der 
Hiperbel a^y"^ — b^x^ = — a^h^ auf ihre Durchmesser, so kommt 
man nebenbei zur Kelation 

d^f'^sin«'^ ~ b^b'^ coär»!^ = a^h^. 
Verbindet man noch diese Gleichung mit 
sin a' -|- cos a'^ = 1, 



demnach tanga^ = -5 . ,,_ '. 
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Aufgabe 188. Es sei (Fig. 72) ein Rechteck gegeben, 
AA' = 1a, BB' = 25. 
Man theile OB = b in n gleiche Theile, und ziehe durch den 
i-*™ Theilungspunct E, von aus gezählt, die Linie A'M; des- 
gleichen theile man die CB' = a in n gleiche Theile, und ziehe 
durch den r'™ Theilungspunct D von C aus die Linie DA; wel- 
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ches ist der geometrische Ort des Durchsclinittspunctea M der 
zuvor angegebenen Verbindungelinien ? 

Lösung. Die Halbirungsiinie ÄA' des Rechteckes sei zur 
Abscissenaxe, die im Halbirungspuncte darauf Senkrechte die 
Ordinatenaxe, so folgt, wegen /\ A'EO o^ A'MP, 
ÄO : A'P = OE : MP, 



d. i. « : (a + ^) = r . ^ : 2/ 
eben Bo wegen /\ÄCD r^ AMP 

OD : AC = AF : MF, 
d. i. r .- : b = {X — a) : y , 



(1) 



Am (1) tolgl 
, (2) , 



iC 



« + .)' 



und demnach durch Gleicheetzung dieser Werthe 

fdr die Gleichung des geometrischen Ortes. 

Sind also die beiden Halbaxen für die Hiperbel gegeben, 
so läset sich nach Obigem leicht die Curve coiistruiren. 

Aufgabe ISS. Zwei conjugirte Axen der Hiperbel sind 
der Grösse und Lage nach gegeben; man construire die Curve. 



!■:&. 73. 



Lösung. Es seien (Fi- 
gur 73) Ox und Oy die Rich- 
tungen der Axen , AO = a 
und B O^b' ihre Grössen, 
Um jenen Punct der Hiperbel 
zu finden, dem die Abscisse 
x-=^ OP entspricht, beschreibe 
" man über P als Durchmes- 
ser einen Kreis, trage von P 
aus die Sehne PC^a ein, 
mache OD^OC, ziehe I)E\\AB und durch E die ME \\ x, 
so ist der Durchschnittspunct der ME mit PM( || OE) ein Punct 
der Hiperbel, denn es folgt aus /\.AOB ^ DOE 
AO : DO = OB : OE 




oder 

a : 1/a;* ~ «'* = 
Aufgabe 190. 

herzuleiten. 



-■ y , d.i. a^y'^ — b''^ic^ = — a^h'^. 
Es ist die Polargleichung für die Hipe 
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Lösung. Ist (Fig. 74) 
M ein beliebiger Punct der 
Hiperbel, F der Pol, Os! 
die Polaraxe, nennen wir 
den Winljel Ä F M = ip, 
den Leitstrabl FM = w, 
so folgt 

FP = a.- — c = — M COB »p, 
also x = c — M cos 91, 
und wegen PM=:u=ex — «, 
wobei e = -, daher 

"■'« « = °+rJ„ ■ m 

als die verlangte Polarglei- 
chung der Hiperbel. 
Eine einfache Betrachtung dieser Gleichung (1) lehrt, dass 
sie alle Puncte dea Astes AV liefert, wenn man fp von bis zu 
jenem AVertlie zunehmen lässt, wofür 

cos 9? =^ — — oder cos (p = 

wird. Der Leitstrahl wird jetzt unendlich und parallel der Asym- 
ptote, da tang 95 3= wird. 

Nennen wir jenen Werth von 9 , wofür tang y = ~ ~ 
wird, ^, so werden von <p='^ bis 9^^360 — Tp alle Puncte des 




Hiperbel - Astes RAS erzeugt, 
die Puncte des Astes AW. 



= 360 — ^ bis p = 
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Sf^clistcr Abschnitt. 

Aufgaben , welche auf Gleichungen des zweiten 
und höheren Grades führen. 



Aufgabe 191. Ein Punct F und eine Gerade LU seien 
; man bestimme den geomefriachen Ort eines Punctes M 
von der Beschaffenheit, dasa MF: MQ = n: l Stattfindet. 

Fig. 75, Lösung. Zieht man (Fig. 75) 
durch F die beliebige Gerade Ox 
und wählt sie zur Abaciseenaxe, 
nimmt durch den Punct dar- 
auf senkrecht die Ordinatenaxe, 
setzt OF--=p, so folgt, wegen 
MF^f + (x' — p)^ 




MQ. 



_ (y — ax)'' 



Zieht man durch F die Ge- 
rade Oic senkrecht auf LL', be- 
nützt also diese als Ordinatenaxe, so geht die Gleichung der LL', 
t/:=ax in x = über, und die Gleichung (1) für n = oo in 

!/" + (x — p)^ = n^x\ 

y" -I- (1 —w^)^'' ^ Spar + p'' = . . . (2) 
welches die Gleichung des verlangten geometrischen Ortes ist. 
Da diese Gleichung vom zweiten Grade ist, so repräsentirt sie 
eine Kegelschnittslinie , und man hat eine Ellipse , Parabel oder 
Hiperbel, je nachdem -f 4{»i* — 1)^0 ist, was beziehungsweise 
dann eintrift, wenn n = l ist. 

Zusatz. Ist «§ 1, so folgt die Lage des Mitfelpunctes 
der betreffenden Ellipse oder Hiperbel, wenn in Gleichung (2) 
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x-\-d statt /K gesetzt wird; es ergibt sich für <?=- ^^^„ und 
die Gleichung (2) redueirt sich auf 

^^■.■ + 27^"-'=l (3) 

oder ^^P^.y^ — ^"'VP' ,^" = — 1 . ... (4) 



Vergleicht man Gleichung (3) unter der Voraussetzung von 
n < 1 mit 1^ + ^ = 1 , so folgt 

für die Axen der Ellipse. 

Ist « > 1 , so folgt durch Vergleichung von (4) mit 



für die Axen der Hiperbel. 

Es folgt weiter -— ^ — = e^^=^n\ und wegen p = - — —— , 
d = —, oder wegen e^-, d^ — , d. i. die Entteraung der 
Richtlinie vom Mittelpuncte der Ellipse. Vermöge des zweiten 
Brennpunctes F' existirt auch eine zweite Leitlinie oder Richt- 
linie bei der Ellipse, welche bezüglich des Mittelpunctes mit der 
ersteren symmetrisch liegt. 

Eine ganz ähnliche Beziehung findet bei der Hiperbel Statt. 
Aufgabe 192. Vier gerade Linien sind der Lage nach ge- 
geben, auf welche von einem Puocte M aus Perpendikel gefallt 
werden. Das Verhältniss der Producie dieser Perpendikel auf 
zwei der Geraden zum Producte der Perpendikel auf die zwei 
anderen Geraden ist gegeben; man bestimme den geometriachen 
Ort des Punctes M. 

Lösung. Es seien 

^ = a^x -\- b, (1) 

y = «2'K + Ö2 (2) 

y = «g X -i- ßs (3) 

_ y = «, a- + ft^ (4) 

Sind die Coordinaten des Punctea M, -f: , y , so sind die 
einzelnen Perpendikel 

y — a,x~Ti y — na I — t; 
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und wenn das conetante Verhältniss der Producte n ist, folgt 



oder 

(y-a, ■T-~h^){y—a^ x—b.;^ + A ( y-a^ x -h ^} (ij~a ^ !c~h^ ) = . . I. 

wobei A = — n ^ ^ + °? . YA±^\ 

Die Gleichung I, ist im Allgemeinen eine Linie zweiter 
Ordnung. Es ist leicht einzusehen, dass diese Linie durch die 
Durchschnittspuncte der GeraiJen (1) mit (3), (1) mit (4), (2) mit 
(3) oder (2) mit (4) geht; denn die Gleichung I. wird befriediget 
für alle jene Werthe von le und y, welche den oben genannten 
Paaren von Gleichungen Genüge leisten. 

Aufgabe 193. Es sind vier Puncte gegeben; mau soll den 
Ort der Mittelpuncte al!er Linien zweiten Grades, welche durch 
die gegebenen Puncte gelegt werden können, finden. 

Lösung. Durch zwei der gegebenen Puncte werde die 
Abscissenaxe , nnd durch einen derselben darauf senkrecht die 
Ordinatenaxe gelegt. 

Die vier Puncte haben demnach die Coordlnaten 

(y = 0. ly = 0. ^ 'y = Ä'a ■ t^^Px- 

Die Gleichung einer Linie zweiten Grades heisat allgemein 

Ap^ + Bwy + Cx^ -\- Dj/ + Ux -\- r = 0. 
Dividirt man diese Gleichung durch A und b er ücli sichtiget, 
dasa die Coordinaten des Punctes (1) genügen müssen, so folgt 

f + Bxy + C'i- + i/y + £'« - . . I. 
Für die Puncte 2), 3) und 4) hat man beziehungsweise 

C'x^ + S' -= (ft) 

y\ + ßx^y^ + C'x\ + Dy^ + ^m^ = . . (/5) 
_ yl + Jim^y^ + C x\ + D' y^ + ^a-, = . . (j/) 
Sind die Coordinaten des Mittelpunctes p und q, so hat 
man für diese nach Aufgabe 138 

2C> -I- i?'? + £' = {S) 

2? + i?> + />' == . ^. . ■ . (£) 
Eliminirt man aus den Gleichungen («) bis (i) die Grössen 
B', C", B' und B\ 80 bleibt eine Gleichung zwischen p und q, 
und stellt demnach den geometrischen Ort des Mittelpunctes der 
Linien zweiter Ordnung vor, welche sämmtlich durch die gegebe- 
nen vier Puncte gehen. 
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Was die Elimination selbst betrifft, so bann sie etwa ao 
vorgenommen wertien, dass der Werlh van E' aus Gleich, (a) in 
die Gleich. Iß), (y) und (d) substituirt wird. Setzt man eben so 
in {§) den Werth von D' aus (f), löst dann die so vereinfachten 
Gleichungen |^) und (;') in Bezug auf die Grössen J3' und C, 
Bubstituirt diese Werthe in (5), ao hat man die gewünaebte Re- 
lation zwischen p und q; die Gleichung in p und g ist wieder 
vom zweiten Grade. 

Aiifgnbc 1Ö4. Die Gleichung einer Kegelscbniftslinie, die 
durch fünf gegebene Pancte geht, abzuleiten. 

Lösung. Es mögen die gegebenen Punete a, h, c, d, e 



Durch die Punete a und b soll die Absciaaenaxe, durch die 
Punete c und d die Ordinatenaxe gelegt werden. Auf dieses 
Axenayatera bezogen seien die Abscissen der Punete a, b und ß 
beziehungsweise Xi x^ x^ , die Ordinaten der Pnnete c, d und e 

Vi y^y^- 

Die Gleichung der fraglichen Kegelschnittslinie kann allge- 
mein durch die Forna ausgedrückt werden : 

Alf + Bicy + C^" + 7>y + ^■^ + I = . . I. 
Setzt man in diese Gleichung nach einander die Coordinaten 
der Punete a . . . e, so erhält man 
Cx\ -^ Ex^ -\- l =0, 
Cxi + Ex^ + 1 = 0, 
Ay\ + Dy^ +1 = 0, 
^y\ + i?y. + 1 = 0, 

Ayl + Baj^y^ + Ca^l + Dy^ +^3-3 + 1 = 0. 
Diese fünf Gleichungen bestimmen sehr einfach die Werthe für 
A, B, C, D und E, welche, in I. gesetzt, sofort die Gleichung 
des verlangten Kegelschnittes geben. 

Man erkennt sehr leicht, dass die Aufgabe unmöglich wird, 
wenn drei der gegebenen Puncto in einer gemeinschaftlichen 
Geraden liegen; denn man findet, dass, wenn die obigen Glei- 
chungen wirklich aufgelost werden, einzelne der auszumittelnden 
Coefficienten unendlich werden , wodurch der Widerspruch dar- 
gethan ist. 

Aufgabe 195. Welche Relationen müssen zwischen den 
Co ef Seien ten der Gleichung 

^j,« + Bs-y + Cx" ^ Dy -\- Ex -]- F = 

Haberl, Bsi^pieleamml ans Her crnlyt. Genmctric. 12 
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Statt finden, wenn aie weder einen Puiict noch eine Linie, oder 
bloss einen Punet ausdrücken soll? 

Lösung. Die gegebene Gleichutsg wird im Allgemeinen 
weder eine Linie noch einen Punct bezeichnen, wenn in dersel- 
ben für keinen reellen Werth von a: eich ein reeller Werth von 
j) ergibt. 

Um dieas genauer einzusehen, wollen wir die Gleichung 
Ay^ +- Bxy -^ Cx" -\- Dt/ -{- Ex + F = 
oder Ap^ + {Bw -\-D)y + (Cie'^ + £,c + i^) = 
nach y auflösen. Es folgt 

j,=_:^|t^± ^ \/(B'-itAC]x^-\-2(BV-2AE)x^(D^-iiAF)...(m) 
Hier wird y für jeden reellen Werth von x imaginär, wenn 
die Beziehungen 

S*— 4^(7— 0, (BD—^AE) = und (i?^ — 4^f)<0 . . I. 
gleichzeitig eintreffen; oder auch, wenn 

iJ^— 4^C<:0 und (BI)—'2.AEf~-(B''—iAC){D^—!iAF)<i{\.li. 
Treten die Relationen in L ein, so ist für sich klar, dasB 
für jeden reellen Werth von x der Ausdruck unter dem Wur- 
zelzeichen in (wj) negativ , und demnach y selbst imaginär aus- 
fällt. Setzt man zur Begründung von IL 

{S* — 4AC)«* 4- 1i.(BD — 2AE)x + {D^ — ^AF) = 0, 
ao folgt 

— {BB — 2AE) ± V(BÜ — 2AE)' — [B' — iAO)i,D' — JAF) 

^' "" ß' — iAC 

Ist nun 
{BD — tAEf — (B'' — !tAC)(D^ — !iAF) < 0, 
ao kann die Radikalgrösse in (m) für gar keinen reellen Werth 
von X verschwinden, und es kann demnach, mit besonderer ßilck- 
aicht auf B"^ — 4 j4 C ■< , in (wi) der Ausdruck unter dem Wur- 
zelzeichen für jeden reellen Werth von le nur negativ, also y 
sclbat imaginär werden. 

Soll bezaglich des zweiten Theilea der Aufgabe die gege- 
bene Gleichung nur einen Punct bezeichnen, so muss vorerst 
B^ — 4 J. C < sein ; denn wäre B^ — 4 ^ C ^ , so gäbe es 
eine stetige Folge von Werthen von m, welche den unter dem 
Wurzelzeichen stehenden Ausdruck positiv, also y reell machen. 
Es lässt sich leicht einsehen, dass nebst der Bedingung 
ß" — 4^ C<0 noch jene 

{BI> — %AEf — {B^ — kAC){TJ^~kAF) = 
Statt finden muss ; 
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{BD -2AE}'' -~ (B^ — iAC)(I}^-iAß-) < 
kann nicht eintreten, denn nach dem zuvor Gesagten würde die 
G-leichung gar keine Bedeutung haben ; wäre aber 

{BD — ^AEf — {B^-~^AC)(B^— iAF) > 0, 
80 gäbe es noch immer beliebig viele Werthe von a;, welche den 
Würz elauad ruck und sonach auch y reell machen würden. 

So hat man für Sy^ — 4«i/ -f lla;^ + 4^^ — 40* -)- 38 = 
B^ — 4^C = — 72 
und (BB — 2AEf — (S« — 4^ C) (J? — 4^/0 = 0, 
es kann demnach die gegebene Gleichung nur einen Punct be- 
zeichnen. 

Sie lässt aich tlberdiess auf die Form 

2{y—x+l)^ + (3iK — 6)' = 
bringen , welche Gleichung in der That nur besteht für a; = 2 
und y = 1 , welches sofort die Coordinaten des einzigen Punctes 
sind. 

Aufgabe 196. In einer Curve zweiter Ordnung wird ein 
System paralleler Sehnen gezogen ; es soll der Ort der Halbi- 
rungspuncte derselben ausgemittelt werden. 

Lösung. Es aei die Linie zweiter Ordnung durch die 
Gleichung gegeben : 

Ay^ + Bxt/ + Cr* + Z>j< + .E^ + F = . . (1) 
Die Gleichung irgend einer der parallelen Sehnen sei 

y = ax + b (2) 

Dieser Werth von p in (1) gesetzt, gibt 
(Aa^ + Ba+ C) «^ + (2Äab-{-B/, + Ba + E):e 

+ {Ab'' -^ Db + F) = ü . . . (3) 
Sind a' und »" die Wurzeln dieser Gleichung, so hat man, 
wenn die Abecisse des Halbirungspunctes der Sehne durch X 
bezeichnet wird : 

X = — ä — I oder 



(4) 



X =z —. (2-^"ft + Sb + Da + ß) 
2iÄa' + Ba-l- C) 
Eliminirt man aus den Gleichungen (2) und (4) die verän- 
derliche Grösse b, so erhält man die gewünschte Kelation in 
37 und y. 

Diese sehr einfache Elimination bewerkstelliget, so folgt 
F = „ ^<^ + ^G _ Da + E 

2Aa + B' 2Äa+B " ■ • i-^> 

Wir wissen aus Früherem, dass, wenn die Curve einen 
12* 
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Mittelpunct besitzt, also B^ — ^AC^ isl, so sind die Coordi- 
naten desselben (Aufg. 138) 



und dieae leisten der Gleichung (5) Genüge, wie man eich leicht 

überzeugen kann; daraus geht hervor, dass bei jenen Linien 

zweiter Ordnung, welche einen Mitlelpunct haben, die Halbi- 

rungslinie aämmtlicher paralleler Sehnen durch den Mitfelpunct 

geht. Die Gerade (5) wird alsdann ein Durchmesser der Curve 

genannt. 

Für [B^~^AC) = (i, d. h. hat die Curve keinen Mittel- 

puncf, 80 folgt, wenn (7=jt in (5) substituirt wird: 

B Da + E ,„, 

j _ .^ __ . ^ _ ^-j^^p^ .... (6) 

Da hier -^-r von n unabhängig ist, eo geht daraus hervor, 
dass bei Curven letzterwähnter Art sämmtliche Durchmesser zu 
einander parallel werden, ea mag die Eiclitung, in der die paral- 
lelen Sehnen gezogen werden, wie immer sein. 

Aufgabe 191. Für eine Linie zweiter Ordnung soll die 
Gleichung der Tangente entwickelt werden, wenn der Berühruogs- 
punct gegeben ist. 

Lösung. Es sei 

Ay^ 4- Bieij -^ Ci»'' ~{- Dy ->r Ex -{- F = . (1) 
die Gleichung der Curve ; nehmen wir nebst dem gegebenen Be- 
rührungspunct x y noch einen andern Punct x" y" an, der eben- 
falls in der Krummen liegen mag, so folgt für die Gleichung 
der Sehne 

y ~y = 7^ (■» -w) . . . . (2) 

Ferner hat man 

Ay"" -f- Bx'y + Ca)'" ■{- By ^ Ex' ^ Fi= 0, 
Ay'"" + Bx'y" -f Cx""^ + By" -\- Ex" + F = 0, 
und durch Subtraction dieser Gleichungen; 
Äll/"-^"^) + B(^'y'-x"y")-\- CW^-x"^) 

-f B(y'-y") + E{m'-a^') = 0. 
Dividirt man diese Gleichung durch (x — x"), berücksich- 
tigt ferner, dass 

a'y ~ x"y" = x {y — y") -f y" {x ~ x"), 
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und sucht - , ■ — ■ ; ;. - , so folgt 



' J —y _ 



-!') + £ 



-ä- 1^' + s") -i-Bx- +!)• 
Dieser Quotient in Gleichung (2) substituirt, gibt für die 
Gleichung der Sehne 

^ ^ ^ (!/' + »,") + ß ^' + I> ^ ^^ I 

Läsat man aber die beiden Puncte te'i/', x y' unendlich 
nahe rücken, so wird x" = w' und y" =:y', die Gleichung der 
Sehne geht in die Gleichung der Tangente über, und man hat 
schlieaslich für die Gleichung dieser letzteren 



y - 



g v' + ä ax 



^'). 



3^y + ßx'"+ 

Aiifgalie 198. Es sind die Ausdrücke für die Längen der 
Taogeute, Normale, Subtangente und Subnormale für einen Punct 
einer Kegelschnittslinie aufzustellen, 

pig. 76. Lösung. Ist Z/Fdie 

gegebene Cnrve (Fig. 76), 
M der Eerübrungspunct der 
Tangente M T, sind T und 
N gleichzeitig die Durch- 
echnitfspuncte der Tangente 
und Normale mit der Ab- 
sciesenaxe, MF die senk- 
rechte Ordinate des Punctes 
M, so ist bekannthch für 
den Punct M 
■■ Tangente, 
FT = Subtangente, 
MN^= Normale, 
PN = Subnormale. 
Die Gleichung der Tangente an eine Kegels chnittslinie ist 
y — y ^= Ä(a^ — af); 
für y = folgt 

w=OT oder .i; — ^' = — | = + iT^ subtg.; 
für die Gleichung der Normale hat man 

y- y == - i(^. — ^'), 

und für y = 




: FN = Subni 



rmale; 
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ferner hat man Tangente = y y"^ -\- subtg. 
Normale == }/ y'^ + subn. 
Das früher Gesagte auf die Linien 



angewandt, folgt: 








für die Ellipse 


für die Hiperbel 


für die 
Patabel 


Subtangente 
Siibnormale 


- x 




— 2i' 
3 


Tangciite . 


f^,Va'y"+h'J' 


^.V^,j'+b'a,'' 


Vr^' + i':" 


Normale . 


jl/oV+i'»'' 


l,l/a«,/- + J'.- 


Vv'' + \p' 





'- 


>\ 




\ 






/ 


7 




..> 


^it; 


x'/ 




/. 


^-"^ 


N 






^ 






ö 


" 



die aufeinander fo!gend< 
dern Schenkel entsteht. 

Lösung. Man lege di 
der beiden Winkel, nehme et 
zur Ordinal enaxe. Da die 
Gleichung y = a(x— ß), fer 
tangS_BS' = &. Bei einer 
schneiden sich die Schenket , 
Puncte N, während sich die 
1 reffen. 



Aufsabc 199. Es 

seien (Fig. 77) zwei 
Winkel ÜAR' und 
SB S', die man um 
ihreScheitel bo dreht, 
das8 die Schenkel 
Ali und BS' sich 
immer auf einer gege- 
benen Geraden oder 
Directrix JjIj' schnei- 
den; man soll die 
Gleichung der Curve 
finden, welche durch 
fchaohnittspuncte M der beiden an- 



lie Abscissenaxc durch die Scheitel 
A zum Ursprung und Ay_\_Ax 
Directrix gegeben ist, so sei ihre 
■ner sei AB:=d, lang RAS! = a, 
bestimmten Position der Winkel 
Ja' und Ali' auf der Leitlinie im 
zwei andern Schenkel im Puncte M 
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Es sind nun drei Bedingungen auszudrücken; 1) dass der 
Punct N auf der Linie L L' lieg*, 2) dass die Tangente MAN= a, 
und 3) dass Tangente MBN=h iet. 

Es seien für den Punct M die Coordinaten x und t/ , für 
N, ie y, und man hat 

|/ = .(^-|3) (1) 

... - (2) 
.... (3) 



i^^' + ^y' 

[ ^'(g — rf) — y{x'~ä) 

Äua der Verbindung von (1) und (2) folgt 

, _ «B (. - .») 

Diese Wertlie in Gleicliung (3) gesetzt, entsteht die Glei- 
ciiung des verlangten geometrisclien Ortea : 

-[(«-?*) a,3rf + (a-a)S<^T = 0. 

Diese Gleichung bezeichnet im Allgemeinen eine Kegel- 
schnittelinie; allein sie ist zu verwickelt, um zu erkennen, oh sie 
jede der drei Curven vorstellen könne. Nehmen wir, um diesen 
Zweifel zu hehen, einen sehr speoiellen Fall, und awar : LL' X. ■^■^'i 
i^RAÜ = 20'> und %SBS'=Q, so folgt m = oo, ü = oo, 
& = 0. 

Dividirt man die gefundene Gleichung früher durch ««, 
und führt die so eben genannten Werthe ein, so folgt die Glei- 
chung 

{^-d)if + ßa-^ - dß^- = . . . . I. 

Diese Gleichung, so speciell sie auch ist, kann noch alle drei 
Curvea vorstellen. 

Ka geht demnach hervor, dass um so mehr die bereits frü- 
her gefundene Gleichung jede der drei Kegelschnittslinien reprä- 
sentiren könne. 

Es braucht kaum erwähnt zu werden, dass die Curve I. 
durch die Puncte A und B gebt. 

Zusatz. Das oben gewonnene Resultat lässt sich nun auch 
dazu benützen , durch fünf Puncte eine Kegelschnittslinie zu 
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construiren. Es seien (Fig. 78) A, B, C, D, E die gegebenen 
Puncte, Zunächet handelt es eich hier darum, die beiden Win- 
ke! und die Directrix zu bestimmen. Ziehen wir die Linie AB, 
nehmen CAx und CBx ala die beiden Winkel, und drehen sie 
zuerst so, dass die Schenkel A und B C beziehungsweise in die 
Lage AD und BD kommen. Gesetzt den Fall, die Schenkel 
A^ und Bx schneiden sich im Punote L, so ist L offenbar 
ein Punct der Direcfrix; bringt man die Schenkel AC und BC 
beziehungsweise in die Lage AB und BE^ so schneiden sich 
die Schenkel Am und Bio' abermals in einem Puncte L' der 
Direclrix, und es ist sofort durch diese zwei Puncte L und II 
die Lage der Leitlinie bestimmt. Es ist nun klar, dass, wenn 
irgend ein Punct der Leillinie mit den Puncten A- und B ver- 
gig. Y9. bunden wird, und an diese Ver- 

bindungslinien die Winkel CAx 
und CBd verzeichnet werden, 
so schneiden eich die zwei andern 
Schenkel in einem Puncte derje- 
nigen Kegelachnittslinie, weiche 
durch die fünf Puncte gelegt wer- 
den kann. Auf dieselbe Weise 
kann noch eine beliebige Anzahl 
von Puncten conatruirt werden. 

Aufgabe 200. Es sei ein Kreis 
vom Halbmea. r gegeben (Fig. 79), 
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im Endpuncte E des Durchmeasera EJ^ sei die Tangenle AB 
errichtet und liierbei AE =i BE = m aufgetragen; zieht man 
durch A eine beliebige Secante AZ>, durch den Durchschnitta- 
punct D die Ordinate CD und verbindet C mit dem zweiten 
Punct der Tangente, mit B, so gibt der Durchschnitt der ver- 
längerten BC mit der durch A gezogenen Secante AB den 
Durchschnittepunct M. Ea soll die Gleichung der auf diese 
Weise construirten Curve ermittelt werden, 

Lösung. Wir nehmen HF zur Äbsciesenaxe, den Mittel- 
punct dea Kreiaea zum Ursprung der Coordinaten, und nennen 

eine Senlirechte auf AB, so entstehen hierbei die Durchsehnitts- 
puucte S und T, und aua der Aehnlichkeit der Dreiecke MSC 
und MTB folgt 

MS : MT = CS : BT 
oder MS \ {r — ar) = y : {y-\-m), 

MS = '-^=^ .... 

y + »' 

ferner i«t CD = CE . CF, 

Tw'- [r-{x + »S)] [r + (« + US)-] 
MS : CD = MT : AB, 
MS : CD = (r — ü) 1 2m, 
Ws\ im' 



die Coordinaten des Punctes j 



Zieht man von M 



(1) 



(2) 



CD . 

Aus (2) und (3) folgt 
Ws . im' 



{'- 



■y 



('-■)• 



- (.» + Msr, 



<3) 



oder wenn man aua (1) für MS den Werlh eubstituirt und re- 
ducirt : 

4»»!/' -|- 2ra;y -{- mx^ — 2r''y — r^m = . . I. 

Diese Gleichung atellt eine Ellipse vor für mi >■ ^t 

j, n n " Parabel „ „ »»:=-, 

„ nun Hiperbe! „ „ m < 5. 

Aufgabe 201. Es aoU die Curve, deren Gleiohung 



«y + . 



I = 



ist, construirt werden. 
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Löauiig. Eine ganz gewöhnliche Conaiructiona - Methode 
besteht insboBOnderc (Jaiin, dass mun dem x nach und nach Zah- 
Icnwerihe beilegt, die etwa in arithmeti scher Progression wachsen, 
und aus der gegebenen Gleichung die Ordinaten y rechnet. 

Dieser Vorgang erscheint in einem Falle, wie der gegebene 
ist, nicht mehr thunlich, da man für die Ausmittelung von y fort 
und fort cubiache Gleichungen aufzulösen hat; und ea erscheint 
sehr zweckmäasig, hiervon Umgang zu nehmen. 

Diess kann dadurch geschehen , dass man die Abscissen 
icht in arithmetischer Progression wachsen läset, sondern irgend 

iderea Gesetz dea Fortganges nimmt, was durch Einführung 
dritten unbestimmten Grösse ausführbar ist. Hetzt mau 
nämlich in der gegebenen Gleichung y = ma!, so folgt 

alao y = i-^jT^s- 
Was auch jetzt das m sein mag, die daraus resultirenden Werthe 
für X und y werden immerhin der gegebenen Gleichung ent- 
sprechen. 

Legt man also dem m alle stetig aufeinander folgenden 
Werihe bei, so ergibt sich je ein Paar zusammengehöriger Wer- 
the von X und y , die der ßeihe nach einzelne Punete der Krum- 
men bezeichnen, und da diese in beliebiger Anzahl leicht gerech- 
net werden können, so lässt sich schliesslich die Ciirve seibat 
einfach conatruiren. 

Üilan hat eben so für y^ -\- ax^y -\- bx^ -\- c^ = ^, y -- mx 
gesetzt ; 



n + b' 



Autgab« HYi. Es sollen die Wurzeln der Gleichung 
^.3 ^ a:.^ ^ bw + c = <d 
durch Conatruction bestimmt werden. 

Lösung. Die Wurzeln dieser cubiachen Gleichung lassen 
sich durch den Durchaehnitt zweier Kegelachnittslmieu fioden 
und geometrisch daratellen. 

Setzt man in der gegebenen Gleichung 

«'' = /'^ < ■ U) 

so geht aie über in 

pxy -Af apy -|- ix -{- c ^ . . . (2) 
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Die urapruiigliche Gleichung ist offenbar das Ergtibiiiaa der Eli- 
mination von y aus den Gleichungen (1) und (2), 

Conatruirt man nun jene Curven, welche durch die Glei- 
chungen {1) und (2) dargestellt werden, so liefern die Abeciaaen 
der Durchachnittapuncte derselben die reellen Wnrzeln der gege- 
benen Gleichung. 

Um die Gleichung (2) , welche eine Hipcrbel bedeutet, durch 
einen Kreis zu ersetzen, verfahre man wie folgt: 

Man schaffe aus der gegebenen eubiachen Gleichung das 
zweite Glied weg, so entsteht eine Gleichung von der Form 

x^ ^ mx ^ n = a (3) 

(Diese Gleichung wird bekanntlich erhalten, wenn man x — g 
statt X setzt.) 

Multiplicirt man Gleichung (3) mit x, und setzt 

«" = py W 

ao folgt P^y'^ 4" Jw^y -\- nas = <i . . . . (5) 

oder p^ + "^-y + p^ = (i; 
dazu die Gleichung (4) addirt, 

^^ 4- 2/' + ^^ -1/ +p^ --0 - ■ ■ {6) 
welches sofort die Gleichung des Kreises ist. 

Da p willkürlich ist, so kann man es so wählen, dass 
m — p* = wird, wodurch die Gleichung (6) die einfachere ITorm 
annimmt : 

^■^ + y' + ^ a- = (7) 

Die Abacisaen der Durchschnitte der Curven (4) uad (7) 
geben wieder die reellen Wurzeln der Gleichung (3). 

Dass man die früher hUfsweiae eingeführte Wurzel a' = 
wegzulassen habe, versteht sich von selbst. 

Aufgabe 203. Man construire die Wurzeln der Gleichung 

X* -j- ax^ + bx^ -\- ex ~{~ d = 0. 
Lösung. Man setze 

x"^ ^= py (1) 

ao folgt p^y^ -\- apxy -\- hfy + ci« -|- t/ = . ■ (2) 
Die Gleichungen (1) und (2) bezeichnen bezichungsweiae 
eine Parabel und Hiperbel, durch deren Durchachnitt wieder die 
reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung bestimmt sind. 

Hat man jedoch die Gleichung vierten Grades in der Form 
x'' + «.t-^ + 6x' + c = . . . . (3) 
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so folgen die Wurzeln dieser Gleichung aua dem Durchschnitte 
einer Parabel mit einem Kreia; denn in (3) 

.... (4) 



gesetzt, gibt 



= py 



und i. 



wird p" 



wenn sie 
Wurzeln der 



'ebene Längen ; man 



„a _]_ « . „ 4. L ^ ^. _|_ L ^ 0, 
I hier hinzuaddirt, gibt 

+ y' + ^-y + l.---' + l. = « 

geeelzf, 

•:' + y' + -■■<: + l = « ■ ■ 
als die Gleichung des zu construlrenden Kreises. 

Die Gleichungen (4) und (5) geben also wieder 
als coexistirend betrachtet werden, die reellen 
Gleichung (3). 

Au%»be 204. a und b se 
construire ya'b, ya^b, ya^b\ 

Lösung. Um |/a*6 zu construiren, setze man 
ic* = at/ und y'^ = bic, 
Aua diesen beiden Gleichungen 1/ eliminirt, folgt a'^=|/<i^6; es 
liefert demnach die Abscisae des Durchschnittes der beiden Pa- 
rabeln x"^ = ay und y^ = bx den verlangten Wurzelausdruck. 

Fftr ya^b setze man x^ = ay (1) 

und wie leicht zu erkennen 

)/* = 63;« . . . . . . . (2) 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt x=:\/a*b. Man 
conatruirc also wieder die beiden Parabeln (1) und (2). Die Ab- 
scisae des Durchschnittepunctea gibt den gewünschten Wurzelwerth. 

Was die Construetion der Gleichung (2) betrifft, setze man 



nach Aufgabe 2Ü0 y = mx, wornach 



folgf. 



Was endlieh die Conatruction von \/a^ b^ anbelangt , so 
lässt sich diese leicht auf die vorige zurückführen, wenn c =; yab 
zuerst construirt wird , es geht nämlich dann ya^ b^ über in 
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AMPmä NZS, 
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Aufgabe 205. Ee sei (Fig. 80) 
ein Kreis vom Halbmesser )■ gege- 
ben, im Endpuncle B des Durch- 
messers AB die Gerade LL' senk- 
recht auf demselben. Darch Ä wer- 
den beliebige Strahlen AZ gezogen, 
das Stück, das sich innerhalb des 
Kreises und der Geraden LL' er- 
gibt, d. i. NZ, werde von A gegen 
Z aufgetragen , wodurch sich der 
Punct M ergibt ; es fragt sich um den 
geometrischen Ort des Punctes M. 
'^ Lösung. Nimmt man den 

Durchmesser AB zur AbscissenaÄe, 
im Puncte A darauf senkrecht die 
Ordinatenaxe, so sind AP=a! und 
MP = jj die Coordinaten des Punc- 
tes M. 

Zieht man NS J_ LL', so folgt, 
wegen der Einerleiheit der Dreiecke 



ferner folgt, i 
oder 



NS = BQ = Ar = XI 
egen ^AMPc^ A^NQ, 
AP : AQ = MP : NQ 



Va:i2r-^). 



daher i/^ 



und diess ist die Gleichung der fragliehen Cui 
fülirt den Namen Cissoide (Epheulinie). 




Diese Linie 
, Auf ganz ähn- 



Anme 

liehe Weise lässt sich die Cis- 
soide auch entwickeln für eine 
Ellipse, Parabel oder Hiperbel. 

Aufgabe 206. Es seien Ox 
und Oi/ zwei sich unter rechten 
Winkeln schneidende Gerade, und 
C ein auf xx gegebener Punct; 
bewegt man einen rechten Win- 
kel BAB (Fig. 81) so, dass der 
Sehenkel AD immer durch C 
seht, AB=OC ist, und der 
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Endpunct B stets an der yy gleitet, so beschreibt der Halbi- 
rungspunet der AB, d. i. der Putict M, eine Curve, deren Glei- 
chung verlangt wird. 

- Lösung. Nehmen wir die Äxen des gegebenen rechten 
Winkels s! Oy zw Coordinatenasen , nennen wir die Coordinaten 
des Puncfee M, OP=at und MP = y, setzen AB=CO = %a, 
also AM=a, machen AE ± MF, so ist MM—l/a' — x' 
(denn wegen AM=BM ist auch AE = PQ= 0P= ie). 
Wegen /\ACQ <>^ AEM folgt die Proportion 
AQ : Cq = AE : ME 
oder AQ : (2a 4- 2 3;) = x : Ya^ — <c% 



als« 



AQ = 






(1) 



dl* aber y = ME -\- AQ ist, so folgt 
oder reducirt und rational gemacht, 

/ = ^SI-" ■ • • ■ 

die Gleichung der verlangten Curve. 

Ans dieser Gleichung ergibt sich für ic^O, ?/=::±a, für 
y^O, x^= — a, woraus folgt, dass der Punct F ein Pnnct der 
Curve sei {_Cr= OF). 

Diese Gleichung, wie sie gefunden wurde, ist jener der 
Clesoide sehr ähnlich , und in der That , verlegt man den Ur- 
sprung nach F, setzt also x — a statt w in Gleich. (1), so folgt 
j»" = „ ^_ — , welches die Gleichung der Ciesoide ist, bezogen 
auf einen Kreis, dessen Halbmesser = a ist. 

Aufgabe 201. Die Fusspuncla- Curve der aus dem Schei- 
te! einer Parabel auf die Tangenten gefällten Perpendikel zu 
finden. 

Lösung. Es sei die Gleichung der Parabel y^^=ptc, die 
Gleichung der Tangente ^ = a^ + ö, also die durch den Ur- 
sprung darauf senkrechte Gerade y = — - . x, so bekommt man 
far die Coordinaten des Fusspunctes 
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oder vermöge der Bedingungsgleichung ^ah — p = Q (aii.tlyti- 
sches Kennzeichen, daes die Gerade die Parabel langirl) 



1 S - 4.(1 + ..)- 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt dureli Elimination von a 

als die Gleichung der Fusepuncte-Curve. 

Aus dieser Gleichung folgt offenbar, dass man für x nur 
solche negative Werthe setzen kann, auf dass p >- 4/», d. h. man 
kann nur Werthe von a; = bis a; = — ^ setzen ; hiefür wird 
auch y reell. 

Aufgabe 208. Bei einer Parabel y"^ ^ px werden in den 
aufeinander folgenden Puncten der Curve die Normalen gezogen; 
es soll die Gleichung derjenigen Curve gesucht werden, welche 
durch die Durchschnitte der aufeinander folgenden Normalen 
entsteht. 

Lösung. Betrachten wir zwei unmittelbar aufeinanderfol- 
gende Puncte x y und si'y", so sind die Gleichungen der in 



diesen 


Puncten 


errichfeten Normalen 

y — y = --y- ' 


(«-0. 




Man fi 


ndet für den Durchschnitt der 


beiden 


Geraden 






|. = ! + «■ + 


fi-—- 
"2 


2_ 



Nehmen wir ferner an, es sei x" = x -\- "■ und y" = ?/' + (3, 
wo a und ß nach der obigen Voraussetzung unendlich kleine 
Zahlenwerihe sein müssen, so folgt 

K —x"=:— M, p' —y" = — ß, y' y" = j/' {y' -]- (3). 

und wegen {y -j- p)^ := p (ic' -\- a), 

y'^ -f 2(3/ + ß'ä = f^ +p(* 
folgt, da y'^ = fx' ist, und wenn wir ß^ vernachlässigen, 
« _ 2/ 
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Unter Berüctsiclitigung dea so eben Gesagten leduciren 
sieh die Werthe für M 



\ + !>'' 



AUB (I) folgt 
Gleichung (2) zum Quadrat erhoben 



(1) 

(2) 



(3) 



oder den Werth von x' hier eubstifiiirt, gibt 

Ä' = 2V l^ ~ 2) ■ ■ ■ 
als die Gleichung der Durehsohnittspuncte aufeinander folgender 
Normalen. 

Aus der Gleichung (3) ist ersichtlich, dass die Curve aus 
zwei Aesten besteht, und dasa der kleinste Werth für die Ab- 



Winbel oder Bogen 



Aufgalie 209. Einen gegeber 
drei gleiche Theüe zu iheüen. 

Lösung. Es sei 
AD = s = sin « (Fig. 82). 
Um den Theiltingspunct M, wo 

also UM = ^ AB ist, kennen 
zu lernen, genügt es offenbar 



Fig. ) 




sin I = Ji P = 3= 
auszumitteln. 

Zwischen sin a und 
die Relation 



Ist aber BC=^ AC =^ r, so ist 



sin ^ — sin ^ + — sin a = 

Setzt man nun in diese Gleichung x statt sin „, 
die Gleichung 



■ • (1) 

:> hat man 
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oder 4a^^ — 3r'x + r^s = . . . . (2) 
Diese cubiaohe Gleichung wäre sofort zu consfruiren. 

Setzen wir (nach Aufgabe 201) 

x-' = r,j (3) 

80 ist Arxi/ — Sr^x + r^s = 

oder ixy — 3rx -\- rs = . ■ . . (4) 
Es kommt nun ferner darauf an, die Curve (3) und (4) wirklich 
zu consfruiren, um ihre Durchschnitte zu erhalten. 

Was die Conatruction der Gleichung (3) betrifft, so ist 
diese eine höchst einfache, da sie eine Parabel vorstellt, deren 
Parameter =r ist, und deren Hauptaxe in die Dichtung der 
Ordinatenaxe fällt. 

Bezüglich der Gleichung (4), die eine HiperLel vorstellt, ist 
es zweckmässig, die Asymptoten dieser Curve zu suchen. Es 
folgt aus (4) ^ = !»• — ^ und « = 37^™ . 

Für Ä = co und y^en folgt beziehungsweise y^=\r und 
«: = 0. 

Die eine Asymptote läuft demnach im Abstände \t mit der 
Abscissenaxe parallel, die andere fällt mit der Ordinatenaxe selbst 
zusammen. 

Mittelt man noch einen Punct der Hiperbel aus, setzt etwa 
ai = s, so folgt aus (4) y = \i oder auch für y = 0, ^ = i> "od 
ea läsat sich nunmehr (nach Aufgabe 179) die Hiperbel selbst 
leicht construiren. 

Man bekommt dann drei Durchsclinittspuncte , also für die 
Gleichung (2) drei Auflösungen, nämlich die Sinuae der Bögen 
|, 160 — ^j, (ßO-|-^|, von denen offenbar nur sin| der ge- 
stellten Aufgabe Genüge leistet. 

Aufgabe 210. Zwiachen zwei gegebenen Linien a und b 
zwei mittlere geometriache Proportional-Linien einzuschalten. 

Lösung. Sind x und y die fraglichen Linien, so muss die 
Relation bestehen ; 

a : x '. y : h oder a : x = x '. y 
und X : y = y : h. 

Aus diesen beiden Proportionen folgt 

a." =^ ay und y^ = bx, oder 

Hnberl, Beispiels imml. lus äa analyt- Geometile. 13 
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37 ^ ya'^b und y r= yab'^, 
welche Ausdrücke sofort zu conetruiren waren. Einfaclier ist ea, 
die bereits erwähnten Gleiohuugen x^ = ay und ji* = hx zu con- 
etruireti. Die Coordinaten des Durchschnittepunctes beider Pa- 
rabeln sind die verlangten Proportional-Linien. 

Aufgabe 311. Es ist eine 



Fig. 83. 




Gerade Ox und ein Punct A 
gegeben (Fig. 83); um diesen 
Punet A dreht sieh eine Ge- 
rade, und von dem jeweiligen 
Durchechnittspuncte B dersel- 
ben mit Ote werde ein bestimm- 
tes Stück =^ b aufgetragen, wel- 
ches ist dann der geometriaehe 
Ort des Punotes M? 

Lösung. Nehmen wir Oic 
zur Abscissenaxe, durch A dar- 
auf senkrecht ziehen wir die 
Ordinatenaxe, so hat man für 
MF; es h\gt wegen /\ BMF ^A^^O 
BO, 



tienPunctif, T = OP, y 

iMF : BP = AO 

oder wegen AlF=^-y, 

BF = yiF^^^, 

AO = a, ____ 

ßO = X — Yö' — j/^ 
y : l/i^ - p^ = a : (a:~ Yb-'-f). 
Diese Gleichung rational gemacht, gibt 



i=ja = („+y).(6'-J=) ,...!. 
als die verlangte Gleichung. Die Curve, deren Gleichung, wie 
man sieht, vom vierten Grade ist, führt den Namen Conchoide 
(Muschellinie). Aus dieser Gleichung folgt, dass für a = oo 
?/ = 6 wird, d. h. die Conchoide geht in eine gerade Linie über, 
welche im Abslande b mit der Abscissenaxe parallel läuft. 

Für a; = oo folgt y = 0, es bildet demnach die Abscissenaxe 
eine Asymptote zur Curve. 

Es folgt ferner aus L x ^= ± - — - ]/6^ — y*, d. h, es ge- 
hören zu jedem Werthe von i/ zwei gleiche aber entgegengesetzte 
Werihe von x, es wird demnach die Curve von der Ordinatenaxe 
in zwei coogruente Theile gelheilt. 
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Nimmt man den Punct Ä zum Uraprnng, und nimmt die 
durch A zur Oa; parallele Gerade ala Äbacissenaxe, so hat man 
für dieselbe Curve auch die Gleichung 

Anmerkung. Um die Muechellinie vollatändig zu haben, 
hat man auch vom Durehschnittspnnct B des Strahles AM nach 
abwärts das Stück h aufzutragen. 

Aufgabe 212. Ea soll eine Curve von der Beschaffenheit 
gesucht werden, dass die Producte der Entfernungen der einzel- 
nen Puncte von zwei fixen Puncten einer conatanten Grösse etwa 
gleich ffl^ sind. 



Fig. 84. 



Lösung. Nennen wir (Fi- 
gur 84) die Entfernung der bei- 
den fixen Puncte FF'=2e, neh- 
men FF' seihat zur Abecisnenaxe, 
im Halbirungspuncte derselben 
senkrecht darauf die Ordinalenaxe. 

Man bat 
MF = ]/^MM^^^. 



MF= i/plHTqr^ 

Igen MF. MF'=a^ 



Oder {y^ + x^)-" ^2e^{y^~x^) ^a'' - e'^ . . I. 
als Gleichung der gesuchten Curve. Diese Curve, deren Glei- 
chung vom vierten Grade ist, fahrt nach ihrem Entdecker den 
Namen Casainoide oder Caseini'ache Curve. 

Um die Gleichung I. nach y oder x aufzulösen, hat man, 
wenn beiderseita 4e"a;' addirt wird, 

y^ + ,:^ = _- ,2 ± Ya^j^rJ^e^ 
_^. = „ ^2_,2± ]/«* + 4e'':i^ . . . (1) 
Wird in I. ebenso ie^y" abgezogen, 

a:*" = - / + «^ ± K«' — ^e'y^ ... (2, 

Aus (1) folgt, dass die Ordiiiatenaxe in nicht mehr ala zwei 

Puncten, aus (2), dass die Abscissenaxe wohl auch in vier Puncten 

geschnitten werden kann. 

Die Durchschnitte mit der O rdinaten axe sind j/'^±|/a^ — e", 
mit der Abscissenaxe ,i-' = ± I/c'd::«*. 

13* 
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Will man von der Gestalt der besprocbenen Curve eine 
nähere Vorstellung erlangen, so hat man zuvörderst drei Fälle 

zu unteracheiden, nämlich a = e. 

Für a>-e erhUIt sowohl x' als y' zwei Werthe (das nega- 
tive Zeichen unter der WurzelgrÖsse bei x ist nicht zulässig). 

Aus Gleichung (1) folgt, dass, so lange man fiU- x solche 
Zahlenwerthe sehreibt, wofür 

— e^ — «^ ^ l/a" + 4 6^5^" 
wird, d. h. so lange a;^ ^ a* -|- e^ ist, bekommt man zwei gleiche 
und entgegengesetzte reelle Werthe von y. 

Die Curve hat dann eine ovale oder ellipsenähnliche Form, 
oder erscheint an den höchsten Puncten eingedrückt. 
Für a^e reducirt sich die Gleichung I. auf 

(!j^ + ;.")« + 2 e« (y^ - ^') - . . . r, 
,f ^ - .v> - e^ + eVe^ + i^^; 
für a: = folgt y = 0, 
und für a( = ±ß"|/2 „ y = 0. 
Die Curve schneidet demnach die Abscissenaxe im Ursprung 
und ausserdem noch in zwei Puncten. Man erhält ferner für 
jedes X '<.e\^2 zwei gleich grosse und entgegengesetzte Werthe 
für y. 

Die Curve hat in diesem Falle eine schleifenartige Gestalt, 
sie geht zweimal durch den Ursprung, der demnach ein soge- 
nannter doppelter Punct ist, und wird ihrer Form gemäss Lem- 
nisca te genannt. 

Für a <: e ist ersichtlich, dass die Ordinatenaxe, wegen 
y^^=±]/a^ — e^ imaginär, nicht geschnitten wird, dafür aber 
die Abscissenaxe in vier Puncten , die durch die Gleichung 
.t'= ± |/0^ ± a* bestimmt sind. 

Sobald die Äbscisse x < l/e^ + a* oder x > l/e^ — a^ 
ist, erhält man für y zwei gleiche, entgegengesetzt bezeichnete, 
reelle Werthe für y. Wie die einfache Discussion hier zeigt, so 
besteht in diesem Falle die Curve aus zwei von einander voll- 
kommen getrennten Aesteo. 

Aufgabe 213. Von dem Mittelpuncte einer Hiperbel sind 
auf die Tangenten dieser Curve Perpendikel gefällt; man be- 
stimme den Ort der Fusapuncte dieser Perpendikel. 
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Lösung, Für den in der Hiperbel liegenden Berülirungs- 
pimct x y ist die Gleichung der Tangente 

^ ~ ö=7 ' ^ V 

die durch den Mittelpuiict darauf senkrechte Gerade hat die 

Gleichung y = _ ?V . a' (2) 

die Coordinaten des Fusspunctes sind demnach 



Diese Gleichungen quadrirt und addirt, folgt 

''' + ?' = ,.,.■'+;..■. . • • . (3) 

Durch Division hat man - ^^ A: daraus folgt, wegen 

« j/ — b^x^ = ~a^b\ 

^'"^ '= --.''_^,. i und y^ = 1 »Z 't "' - 
Diese Werthe in Gleich. (3) substituirt , geben nach voll- 
ständiger Eeduction 

{x^ + y-^y + {b^y-^ — a'w^) = 
als die Gleichung der verlangten Fusspunctacurve. 

Ist die Hiperbel gleichseitig, also a = 6, so folgt 

(»f + y")" + »'&'-»■) = 0> 

und diesa ist die in der vongen Aufgabe bereits gefundene Glei- 
chung der Lemoiscate. 

Aufgabe 214. Den geometrischen Ort der Fusspizncte der von 
einem Endpuncte des Durchmessers eines Kreises auf die Tan- 
genten desselben gefällten Per- 
pendikel zu finden. 

Lösung. Die Gleichung des 
Kreises sei 

x> +,■ = ,'. . (1) 
für den Berühriingspunct x y die 
Gleichung der Tangente 

XX -{-yy =r'' . (2) 
der Endpunct des Durchmessers 
rechts habe die Coordinaten 




^j:;; (Fig. 85), 
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die durch diesen Puiict auf die Tangente gefällte Senkrechte ist 

S^<{^-r) (3) 

Um eine Relation zwischen x und y zu erhalten, dürfen wir 
keinen bestimmten Berübrungspunct voraussetzen, und haben 
demnach aus den Gleichungen 

'_+»" = ■■' (1} 

(y = J.(i-.) (3') 

Ol' und y' zu eliminiren. 

Es folgt aus (2') ...!/' = '" ■■■ - --- , mit diesem Werth ans 
(3') . . . x = /, '''~''' daher y = -, .'"■f ^. 

Setzt man diese Werthe a' und y' in (1'), so folgt für die 
Fusspunetscurve die Gleichung 




Aufgabe 213. Eine Gerade 
AB = l (Fig. 86) gleitet auf den 
Schenkeln eines rechten Winkels ; 
man soll die Gleichung jener Curve 
suchen, welche entsteht durch die 
Durohschnittspuncte zweier un- 
mittelbar aufeinander folgenden 
Lagen der beweglichen Geraden. 
Lösung. Nehmen wir die 
Schenkel des Winkels zu Coordi- 
natenaxen, bezeichnen die Abscisse des Punctes A durch a, die 
Ordinate des Punctes B durch (3, so ist die Gleichung der AB 

»j/ + J3x = aß (m) 

Um die Gleichung derselben Geraden für eine nächste Lage 
za erhalten, nehmen wir an, a gehe über in a-|-a, und ß be- 
ziehungsweise in ß -f- ß» wo ^^^ *' '^'1^ P' 11'"' unendlich kleine 
Aenderungen bezeichnen; man hat demnach 

(« + «') y + (ß + ß') * = (« _+ «') (ß + ß')- 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gleichung (m) 
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*-:, d. i. der Quotient zweier Zahlenwerthe, welche ohne 
Ende gegen Null convergiren, lässt sich ala endlicher Zahlenwerth 
darstellen, wenn man bedenkt, dass a* -j- |3^ = i^ also auch 

(ct+«r + (i3+pv=/* ist. 

Es folgt hieraus -, = — ^, oder diess in Gleich, (n) gesetzt, 

ß;/ - »K = (32 — «" (p) 

Wir bekommen nun ganz einfach die Gleichung der ge- 
wünschten Curve, wenn wir aus den Gleichungen 

»" + P = 2' (1) 

^y + ßx ^ a.ß (2) 

ßy — ax = ß' ~ n' (3) 

die GröBaen a und J3 eliminiren. 

Um diese Elimination vorzunelimen , multipliciren wir (2) 
mit a und (3) mit ß, eo iet 

„'y + aißtc = o'ß 
ß'y ~ oißx = ß' — "'ß 
addirt l'y = (3^ woraus 
p — !*ä' folgt. 
Multiplicii't man (2) mit ß und {3} mit a, so folgt 
^ßy + ß'x = «|3- 
aßy ~ n'cc = »p- — »' 
sublrahirt l'x =: a^ 
und a — fasK 
Die so erhaltenen Werthe von a und p in (1) gesetzt , lie- 
fern die Gleichung der Curve 

x^ + y' = fi I. 

Zusatz. Um zu untersuchen, von welchem Grade die ge- 
fundene Gleichung ist, wollen wir sie rational machen. 
Es folgt aus I. y^ = (l^ — x^i\ 
Setzen wir P = c' und a:* = s^ so kommt 
y^ = (c^ «)3 = c" ~ 3c'^ + acz^ — z^ 

= c' - 3c=3 -f 3ös* ~ x'- . . IL 
Multipliciren wir diese Gleichung 11. mit s, so kommt 

sj/= = o^z — 3c*5« + Scjä _ ic^ä . . . III. 

II. mit c multiplicirt, gibt 

cy^ = e» — 3gH + 30=3'' — cx^ . . . IV. 

III. und IV. addirt. 
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oder .(j/' + a!'' + 2c'') = c(cä + 2cc^-j/*); 
erhebt man diese GleichuDg zur dritten Potenz und stellt für s* 
und c^ die früheren Werthe her, so bekommt man schliesslich 

i«M'/ + ai'' + 2;^)^ = l^(P^-2x^-yy, 
welche Gleichung sofort vom achten Grade ist. 

Aufgabe 216. Es ist ein Kreis und ein Puuct A gege- 
ben. Durch diesen Punct sind gerade Linien gezogen, und auf 
denselben , von den Durchschnitten des Kreises an gerechnet, 
gleiche Stücke von der Länge =:a abgesphnitten. Man soll den 
geometrischen Ort der Eiidpuncte dieser Abschnitte suchen. 

Lösung, Nehmen wir den Punct Ä als Pol, die Linie 
durch A und den Mittelpunct des Kreises zur Polaraxe , so ist 
die Polargleichung des Kreises 

u^ — 2pMC0S9J + (p^ — f^) = . . . . (I) 

Nennen wir den Endpunct des aufgetragenen Stückes M, so 
ist der Kadiuevector dieses Punctes u ^u±a, also m^m'^o. 
Diess in (1) gesetzt, gibt demnach 

(w'-«)^ — 2p(>/~«) cos9> + (p^-T^) = . . 
(w'+«)^ _ 2p(M'+ß) cosg^ + (p^ — r*) == . . 

Diese beiden Gleichungen nach u geordnet, folgt 
«'" — 2 (a 4" p cos (p) u -\- a^ -\- 2 af cos 95 + P* — »■'' ^ 
m'^ -|- 2 (« — p cos 95) m' + o^ — 2 dp cos 93 4- p' — r^ = , 
und diess sind sofort die Polargleichungen der Curvenäste. 

Wollen wir auf rechtwinkelige Axen zurückkehren, so setzen 
wir T/aü^ -|- 2/2 gtatt ü und - ■ ■ - — ; für cos (p. Es folgt 



(2) 
(3) 



. (4) 

(5) 



V~. 



- cc' — 2j)ii! + 2o Vi/' + X' + o 



2op 



■vr 



5 + p' 



= 0. 



V.> + j- 

Diese beiden Gleichungen rational gemacht, führen auf eine 
und dieselbe Gleichung 
[j,= + x'-2pa! + <,> + y"-rT (!/" + >»') - 

- i<i'\f + ^-'~-t<cY = . . I. 
Ist p = 3" , geht I. über in 
[»' + «' - 2ra, + «■]" (s' + x-) - 4a- b« + »;■ - ^a.]» = 
oder [((," + x>-2™)'-a'fe'+a!>)] [!/■ + »:'-«■] =0i 
der geometrische Ort des Punctes M besteht also aus zwei Cur- 
ven, von denen die eine eine Linie vierten Grades, die zweite 
aber ein Kreis ist. 
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Berücbaichtiget man nur 

(y2 _i_ ic^ _ 2rx]^ — a^'iy-' + x"^) = 0, 
BO folgt noch für a=2r 

(y^ + a;^}" — ir(iß + x'') . x — ir^ y^ = 0, 
und die durch diese Gleichung ausgedrückte Cuvve nennen wir 
C a r d i o i d e. 

Anmerkung. Die bo eben gelöste Aufgabe in 216 läast 
sieh noch von einem einfacheren Standpuncte auffassen, wie in 
Aufgabe 21T. 

Aufgabe 217. Es sei ein Kreis gegeben vom Halbmes- 
ser L Aus dem beliebigen Punct A der Peripherie werde die 
Sehne An gezogen, diese bis M und ebenso nach abwärts bis m 
verlängert, auf dass Mn ^ mn ^ r. Wie heisat die Gleichung 
der 80 entstehenden Curve ? 

Fig. 87. Lösung. Nehmen wir (Fig. 87) A 

zum Ursprung und den verlängerten 
Durchmesser AB zur Abscissenaxe 
eines rechtwinkeligen Coordinatensy- 
atems, so folgt, AM = u gesetzt, 

An -^ r coa v, 
demnach 

u^= r coav -\- r := r(i + cos v) . (1) 
d. i. die Polargleichung der fraglichen 
Curve. Für das rechtwinkelige System 
haben wir 
u = "|/a;* -\- y^ und cos v 




yrn^ 



v^- 



zu setzen, wornach (1) i 



oder rational gemacht, folgt 

a;* + 2/* + 2ic«j;« — 2ra;3 — 2rxy^ — r^y"" = 
als Gleichung der gewünschten Curve. 

Man kann diese Curve wegen ihrer Form Ilerzlinie (Car- 
dioide) nennen. 
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Aufgabe 218. Auf den unter eich aenkreoliten Geraden 
AxaniAy (Fig. 88) nehme man A B = A C = AB = AE = a, 
ziehe die Geraden BC und BD, ebenso durch E eine willkür- 
liche Gerade BF, errichte auf BF ia F eine senkrechte Gerade, 
mache MF =^ FN^ AF, und bestimme nun die Gleichung der 
Curve, der die Puncte M und N angehören. 

Lösung. Es ist wegen MP=:x und MQ = y 
x' = Mf'^ Pf\ PF'^ {y — AFf, 

also x" = MF — {y — MF)", 
hieraus MF — ^^-p^ = AF. 
Nun ist das Dreieck AEF '\' /\MPF, mithin die Pro- 
portion AF : a = X : (y — AFj. 
Setzt man nun in 

ax = y.AF — AJ'" 

den obigen Werth für AF, so folgt die gewünschte Gleichung 

y* — x^ = 2axy^. 

Diese Curve (Becherlinie, Scyphois) hat, wie leicht zu sehen, 

vier unendliche Aeate. Die Geraden BC und BD verlängert 

bilden die Asymptoten derselben. 

Ueber die letzte Bemerkung lese man im dritten Haupftheile 
bei den Beispielen über Asymptoten. 
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Aufgabe 3t9. In einem ge- 
gebeneD Kreis ziehe man (Fig. 89) 
auf einen Durchmeeser die senk- 
recbten Ordinalen, wie iV*^, ziehe 
den zugehörigenEadiua]iVO, falle 
von Q ein Perpendikel auf NO, 
d. i. QS, trage QS auf QiVauf, 
mache also QM= QS; es fragt 
sich nun rumdie"', Gleichung des 
geometriachen Ortea der auf diese 
Weise construirten Puncte M. 

Lösung. Ea[sei der Durch- 
messer AB die AbBCiBsenaxe, durch senkrecht darauf gehe die 

Ordioatenaxe; demnach sind für M die Coordlnaten \ ,,,,' 

Sind x'y die Coordinateu des Punctes N, so ist die Glei- 
chung der ON . . .y — ^, .X, demnach QM= QÄ' = ^. 



r ß^^ ^ 



hat also für M i 



Eliminirt man aua 
hung' auf a;'* •{- y'^ = r 
fraglichen Curve 



lieaen beiden Gleichungen, mit Bezie- 
x und y, so folgt die Gleichung der 



^ + c«* = 0._ 
Diese Linie des vierten Grades hat eine der Lemniscate 

sehr ähnliche Geatalf. 

^,„ n„ Aufgabe 22«. Am 

Kreiae vom Halbmesser r 
(Fig. 90) sei ein Bogen- 
stück Am abgeschnitten. 
Die Länge dieses Eogen- 
stüctes werde von A aus 
auf der den Kreis berüh- 
renden Geraden Ax auf- 
getragen , so daas alao 
Am ^ Am werde , ver- 
binde ferner die Endpuncte 
m und m, und halbire 

diese Strecke im Puncto M; wie heisst die Gleichung jener 

Curve, der der Punct M angehört f 



( 


^"^ 


i 


x^ 


\ 


" »•JU 


X 


A =^' 
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Lösung. Legen wir das rechtwinkelige Coordioateuayatem 

xAii zu Grunde, und man hat für den Punot Ml ,,„' 

■^ \y= MP. 

Eb iat y = MP = \mp =: \ Ak = i^ {r — r cqs a) 

= |(1-C08*) ... (I) 
X = AP = Am — ^m'p, 
Am = ra, oder Am = m'p -j- Ap = m'p -\- r sin m, 
woraus fogt ^m'p ^ ^r» — 5 sina, 

sonach x = ^{a. ■\- &iaa) (2) 

Eläminirt man aus (l) und (2) den Winkel a, so kommt 

a; = g arc cos II — ^j -|- ||/y (r — y). 
Diess ist nun die Gleichung derjenigen Curve, weiche nach 
dem angeführten Erzeugungs-Principe entsfeht, und merkwflrdi- 
gerweise identisch mit der Gleichung der gemeinen Cycloide iat. 
Es ist demnach diese Curve selbst eine Cycloide, deren Scheitel 
in A sich befindet, der Halbmesser des Erzeugungskreises ist 
dem halben Halbmeaser des gegebenen Kreises gleich. 

Wie dieses Ergebnias benutzt werden kann, die Cycloide 
seibat zu conatmiren, dürfte für sich einleuchten. 

Aufgabe 221. Es sol- 
len die Gleichungen für 
die Kreisevolveote aufge- 
stellt werden. 

Lösung, Ea sei för 
den Kreis (Fig. 91) vom 
Halbmesser r, M ein Punct 
der Evolvente, ao muss 
CM ^=: B C sein , welche 
llelation sofort die Grund- 
gleichung zu unserer wei- 
teren Entwicklung bildet. 
Nehmen wir das recht- 
winkelige Co ordinaten Sy- 
stem, wie es in der Figur 
angedeutet ist, so haben 
wir für M die Coordina- 
^ tx^OP, 
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Zieht man durch den Berülii'ungspunot C, CD _| _ A B, und 
verlängert dieses Perpendikel, führt von M die Linie ME_l_ DE, 
80 folgt 

3i = DP— OD^ME— OD = MC sinv — r . ooa {180 —<p), 
und wegen MC = rg> und v =; 180 — g> 

X = r cos <p -^ rip ß'iTKp . . . . (1) 
Ebenso hat man für y = MF = DE= CE -\- CD 

y = r svarp — r<p C03 ip . ■ , . (2) 
Diese beiden Gleichungen 

X = rcQS(f> + rtp sm^, 
y ^ »• sin y — rq) cos q> 
sind demnach die Gleichungen der Kreisevolvente. 

Aurgalie 222. Die Grund- 
Fig. 32. linie AB eines Dreiecke -4 SC ist 

gegeben. In diesem Dreiecke (Fi- 
gur 92) verhält sich eJn Ab- 
schnitt SjV der Grundlinie (wobei 
CN± AB) zu AB selbst, wie 
■>■ BAC : 90"; es soll der Ort 
Scheitels C gefunden werden. 
Lösung, ^a sei AB ^ a, 
AN=x, CN=y, 'jlBAC^a, 
so hat man zufolge der Aufgabe 




folgt « = 



Die Gleichung der AC h 
stitution 



n(a-x) 



demnach durch 
.... I. 



y ^ X , tang - 
als die Gleichung des gesuchten Ortes. 

Für x = ±a, ±3a, ±5a, ■ . . wird y = 0, es wird dem- 
nach die Abscissenase von der Curve in unendlich vielen Puncten 
geschnitten. 

Für o:; = ±2a, ±4a, ±6a, . . . wird i/ — oo, die Curve 
hat demnach unendlich viele sich in's Unendliche erstreckende Aeste. 

Für X = wird y ^0 . oo, oder dieses Product bestimmt, 
folgt j;=:— . Man kann diess auf folgende Art bewerkstelligen; 

„ , > <^- Bin ~— a; . cos ^ 

y = X . tang - 



"h- 



"2a 
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o3er wenn für coa ^~ und ein ^ die Reihen gesetzt werden, 
durch X abgekürzt und dann für x = Q geschrieben, folgt für y 
der bereits oben angegebene Werth. 

Nach dem eigentlichen Sinne der Aufgabe kann :> a nicht 
kleiner als Null und nicht grösser als zwei rechte Winkel sein, 
so dass "20"^ ' ^ ** ^"^^^ " g~ < n sein musa, also x "^ a 
oder x^ — a folgt; es kann also nur ein Theil der Curve, die 
durch I. ausgedrückt Ist, der Aufgabe entsprechen. 

Diese Curve führt den Namen Quadratrix des Di- 
nostratue. 

Kg. 93. 




Aufgabe 223. Es sei (Fig. 9^) ein Kreis vom Halbmes- 
ser r gegeben. Auf dem Durchmesser A B oder iiuf seiner Ver- 
längerung iet ein Punct B so bestimmt, daas 

AE : AO = aT) : r.^ 

Statt findet, wobei Z> ein willkürlicher Punct in der Peripherie 
des gegebenen Kreises ist. Fällt man DF J_ AB, zieht durch 
E eine mit B F Parallele 
der Ort des Punctes M? 
Lösung, Sind Ai 



macht BM _\_ EM, welches ist dann 



und Ay die rechtwinkeligen Axen, 

demnach für den Punct M\ ,,_, setzt den Halbmesser des 

( y =■ ME ' 

Kreises =r, den Winkel A 0B= a, so folgt nach der obigen 
Bedingung 
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X : r ^ ra. : -^ , also a =; g— , 
und wegen y ^^ r sin a, folgt sofort die Gleichung der fraglichen 

Curve y = r sin g— . ' I. 

welche ehenfalls unter dem Namen der Quadrat rix (desTschirn- 
hausen) bekannt ist. 

Diese Gieichung I. näher zu untersuchen, unterliegt beiner 
Schwierigkeit. 

Aufgabe 224. Eine unbegrenzte gerade Linie drehe sich 
um einen festen Punct A, auf derselben bewege eich ein Punct M 
derart, dasa die Wege, die dieser Punct auf der Geraden zurück- 
legt, den Winkeln proportional seien, welche die Gerade zurück- 
legt; wie heisst die Gleichung der Curve? 

Lösung. Nehmen wir den festen Punct ^, den wir gleich- 
zeitig als Mittelpunct eines Kreises vom Halbmeaeer Eine be- 
trachten wollen, zum Pol dea Polar-Coordinafensystems, die erste 
Lage dea Halbmessers zur Polaraxe, sind w und ip die Polar- 
Coordinalen dea Punctes M, so hat man die Proportion 
u : 1 ^ (p : Sit, 

demnach u = ~- (I) 

die Polargleichung der Curve. 

Setzt man y + 2pre statt tp, und ip ■\- 2{p-\-l) tc statt tp 
in (1), so hat man hiefür die einzelneu Leitatrahlen 

"' = ^ + *■■ 

demnach u" — m' = I , d. h. das zwischen zwei aufeinander fol- 
genden Windungen der Spirale liegende Stück dea Leitstrahlea 
8t ^ 1, d. i. die Länge des ICreishalbraessera. 

Diesa bildet eine der wesentlichsten Eigenschaften der vor- 
hin angeführten Curve, die nach ihrem Erfinder Conou die 
Conoidische, häufiger jedoch die Archimedische Spirale genannt 
wird. 

Auf rechtwinkelige Axen bezogen ist ihre Gleichung 



2tc'\/x^ -^ y^ = arc cos . . — . 
Zuaatz 1. Die vorhin gefundene Gleichung " = ^i; '^^ 
offenbar ein specieller Fall der Gleichung w ;= atp"^, welche Glei- 
chung die Spiralen allgemeiner darstellt. 
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KOr m = — 1 folgt u . tp = a, welches die Gleichung der 
hiperboliechen Spirale ist. Bei der fortwährenden Zunahme von 
<p wird u ohne Ende abnehmen, es kann demnach die Curve den 
Pol seihet nie erreichen. 

Zusatz 2. Legt man die Axe einer gewöhnlichen Parabel 
y^=px um die Peripherie eines Kreises, so bildet die Parabel 
die sogenannte parabolische Spirale. 

Nennen wir den Halbmesser des Grundkreises r, die krumm- 
linige Abacisse eines Punctes x, so ist, wenn der betreft'ende 
Mittelpunctswinkel fp heisst, x = r(p. 

Für den Leitstrahl hat man u = r±y, demnach 

« = f ± ]/^ 

als die verlangte Polargleichung der parabolischen Spirale. 

Die Construction lässt sich nun leicht nach der Entatehunga- 
weise angeben: 

Man trägt zu diesem Behufe auf den Umfang eines Kreises 
von einem Puncte aus gleiche Theile auf, die man jedoch so 
klein nimmt, dass Sehne und Bogen verwechselt werden dürfen, 
zieht die entsprechenden Leitstrahlen, und trägt darauf jene Or- 
dinaten, die den bereits als Bogen aufgetragenen Abscisaen ent- 
sprechen. 

Zusatz 3. Um gleich noch eine Spirale hier anzuführen, 
sei u ^ a"^ , welches die sogenannte logarilhmische Spirale ist. 
Ist a;>l, so folgt nach der Gleichung, dass für zunehmende 9 
in der positiven Richtung sich die Spirale vom Pole ohne Ende 
entfernt, hingegen in der Richtung der negativen Winkel bei 
wachsenden ip eich die Windungen dem Pole unendlich nähern, 
ohne ihn übrigens zu erreichen. 
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Zweiter Theil. 

Aufgaben über die analytische Geometrie des Raumes. 
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Erster Abschnitt. 

Der Punct, die gerade Linie und die Ebene. 



Aufgabe 1. XJS sind die Bedingungen aufzuatellen , unter 
welchen drei Punete in derselben geraden Linie liegen. 






Lösung. Sollen die Punete {t/' It/" {^"' in der Geraden 



, = 6» 



liegen, ao müssen die Gleichungen Statt linden ; 

Sucht man aus Gleichung (1) und (2) die Grösaen a und b 
ebenso dieselben Grössen aus (1) und (3), so hat man die Glei- 
chungen r 



welche sofort die verlangten Bedingungen ausdrücken. 

Aufgabe 2. Es soll untersucht werden , unter welchen 
Umständen sich zwei Gerade schneiden. 

Lösung. Es seien die Gleichungen der gegebenen Geraden 

^=bz + ß\ ^^^ y = i's + p'f '^^ 
durch Subtraction der einzelnen Gleichungen erhält man 
s = "'- ° u d B = ^' ~^ 
Diese Werthe von s müssen identisch sein für einen gemein- 
sehaftlichen Durohsehnittapunct, demnach werden sich die Gera- 
den nur dann schneiden, wenn zwischen den Constanten «, b, 
Et, j3, ... die Gleichung besteht 

(«-a')(ö-//) = (ß - ß') {« - «'). 

14* 
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Aufgabe 3. Ea ist eine Gerade gegeben und ein Punct ; 
man soll durch diesen Punct eine Gerade ziehen, welche mit der 
gegebenen Geraden einen bestimmten Winkel einschliesst und sie 
schneidet. 

Lösung. E3 sei die gegebene Gerade 



■•bz -\- ß 



(1), der Punct ^y' 



die zu suchende Gerade habe die Gleichungen 

für welche die Grössen a', h', a' und j3' zu bestimmen sind. 

Da der gegebene Punct in der Geraden (2) liegt, so hat man 

x' = a'z + a' (3) 

y = h'^ + 13' (4) 

da (1) und (2) sich schneiden sollen (Aufg. 2.) 

(^ — ^)(h-h') = {?i — ?>'){a~c^) ... (5) 
und für den Neigungswinkel w der Geraden (1) und (2) 
„„- + &&- + 1 
cosw = ~, - ■- ■■ -- : ... {6 

Aus den Gleichungen (3) bis (6) lassen sich sofort die erwähnten 
Grössen bestimmen. 

Obige Gleichungen reduciren sich leicht auf die zwei fol- 
genden : 

cos w = ""' + ^'' + ^ (8) 

1/(1 + „' + 6') (I + a" + (,'') 

Durch Substitution von a oder b' aus (T) in (8) gelangt man 
zu einer quadratischen Gleichung, der zufolge zwei Gerade der 
gestellten Aufgabe entsprechen, 

Aufgabe 4. Eine Gerade schliesst mit der Absciseenaxe 
den Winkel a., mit der Ordinatenaxe den Winkel ß ein, und 
geht durch den Punct x'y'z; welche sind ihre Gleichungen? 

Lösung. Da die Gerade durch den bestimmten Punct x'y z 
geht, so werden vermöge dem ihre Gleichungen sein 

Sind tt, ß, y die Neigungswinkel mit den drei Axen, 
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coa 3 = — , 

Va' + b^ + l' 

'^"^^ ~ Ya- + b' + l' 
demnach a = —L^^ j, = ^os^^ 

Diese Werthe in (1) gesetzt, geben die Gleichungen 

cos y folgt aus der Relation cos et* + cos ß^ -\- coa y"^ = 1. 

Aufgnbe 5. Ea ist die Länge des Perpendikels vom Ur- 
sprung auf eine Gerade zu bealimmen. 

Löaung, Es sei die gegebene Gerade 

" = "■ + «1 ,1) 

die Gleichungen des durch den Ursprung darauf gefällteu Per- 

pendikela * "~ "/ t (2) 

y = h zi 

die Grössen «' und b' bestimmen sich aus den Gleichungen 

aa + 6i' + 1 = 0> .„. 

^{b-b') = p(a-a')\ ^-^^ 



hieraus folgt d ^ - 
b' = - 



"■{i + b'). 



aa-^ bß 
für den Durchschnitt von (1) und (2) hat man 

X = - , ■■ _ I y = ■ ". _ und z ^ 

demnach für die Länge des Perpendikels p 

' + ?' + ' 



, = ±--y±L±ii±i=^y^m 



■ i' +1* 
Aufgabe 6. Auf einer gegebenen Geraden ist ein Punct 
angenommen; man aoll einen andern Punct in der Geraden su- 
chen, der von dem gegebenen Puncto eine bestimmte Entfer- 
nung hat. 

Lösung. Für die gegebene Gerade seien die Gleichungen 

!■ = « + < 
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der gegebene Punct sei x'y'z, die Coordinateii dea fragliclieti 
Punetes w" y" s". Nennen wir die Diatanz dieser zwei Puncte e, 
80 besteht die Relation 

e^ = ix — x'Y ■\- [y — yT f^ — ^'T ■ ■ (2) 
Da nun die Punete m y z und le" y" s' m der Geraden (1) 
liegen, so hat man die Gleichungen: 

«' = aJ + ., 
y = iz + fl, 

/= 6/+|3, 
daraus folgen die Differenzen 

^\ - ^^ = a{%'-z-'), 

y — y" = b{z—z"); 
diese in Gleichung (2) eubatituirt, geben 

,s ^ (^a + j« + 1) (/ - .")^ 



iiieraiis folgen die WertLe 



l "^ Va= + 6= + 1 

Das sind die Coordinaten der gesuchten Panete. 

Aufgabe 7. Die Gleichungen dreier gerader Linien sind 
gegeben; man soll eine vierte Linie finden, welche die drei ge- 
gebenen Geraden achneidet. 

Lösung. Die gegebeuen Geraden seien 
;e = «'s + a' 1 X = a"z + a" ) vb = a'" z + a.'" » 

die gesuchte Gerade habe die Gleichungen 

« = ,.. + = 
,j = h^. + 1 

Zur Bestimmung der Grössen «, b, a,, ß hat man die Be- 
diugungsgleichungen ; 



Vä 


1 + (,! 4- 1 ■ 


Va 


= + 6= + 1 ' 


Va 


' + 6" + 1 ' 


Va' 


+ 6" + 1 ' 


Va' 


+ (,^ + 1- 



(4). 
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- b') = (j3 - (3-) ia - a') i 
b") ^ (ß — ß") (« — a") \ I. 



(2), 



(a - «') {b ~ 

(a — a.') Ib — „ , — ,^ — p ; V« — LI , .■ 
(« _ «'") (6 _ J'") = (ß ~ |3"') (a - «'■') I 
Da wir für die erwähnten vier Grössen nur drei Gleichun- 
gen haben, so bleibt noch immer eine der Grössen willkürlich, 
woraus sonacb erhellt, dass ea im Allgemeinen unendlich viele 
Gerade gibt, welche drei gegebene Gerade schneiden, 

Ist die Lösung der gestellten Aufgabe unter allen Verhält- 
nissen möglich ? 

Aufgabe 8. Die Gleichungen zweier Geraden sind gege- 
ben; es soll das Gleich ungsaystem derjenigen geraden Linie ge- 
funden werden, welche die gegebenen rechtwinkelig schneidet. 
Lösung. Die gegebenen Geraden seien 

die zu suchende Gerade 

!l=-b^ + ßi 
Damit sich die Geraden (1) und (3) unter rechten Winkeln 
schneiden, müssen die Gleichungen Statt finden: 

««' -f 66' + 1 =^ (4) 

(«_a')(6_6') ^ (ß_ß')(ß — a') , . . (5) 
unter denselben Voraus aetzungen bei (2) und (3) 

aa" -i^ bb" + l = (6) 

(„ _ a") (5 _ b") = (ß- ß") {a - a") . . (7) 
Aus diesen vier Gleichungen folgen die Werthe ti, b, a, ß, 
welche, in (3) suhatituirt, die gewünachten Gleichungen geben. 

Aufgabe 9. Auf einer gegebenen Geraden steht in einem 
bestimmten Puncte eine andere Gerade senkrecht, in demselben 
Punct ist eine dritte Gerade errichtet, welche auf der ersteren 
ebenfalls senkrecht steht, mit der zweiten aber einen bestimmten 
AVinkel etnachliesat; welches ist die Gleichung dieser Geraden? 
LÖBung. Bezeichnen wir die Coordinaten des gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunctes aller drei Geraden durch ss y z. 



(3). 



SO haben wir für dieselben die Gl 



leichungen 

^■) 
') 
') 

A 

z — z) 
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Wegen (2) ± [l) ist aa + bb' + 1 = . . ■ . (4) 

„ (3)_L(1) „ ««"+^5+1 = .... (5) 

fcrnei- cos (2, 3) = " ° t '' ''^ "'" ^ ^:=^ . . (6* 

Da wir zwischen d und l> nur die einzige Relation (4) ha- 
ben, so bann die Lage der Geraden (2) sehr mannigfaltig sein; 
einem Paar zusammengehöriger Werthe von a und 6' entspre- 
chen dann nach den Gleichungen (5) und (ö) bestimmte Werthe 
von fl" und b", wornach die Gerade (3) ihrer Lage nach festge- 
stellt wird. 

Aufgabe 10. Eine gerade Linie ist gegeben, an dieser 
gleitet eine zweite Gerade, stets parallel mit sich selbst, fort; 
es soll Jener analytische Ausdruck aufgestellt werden, der alle 
Lagen der gleitenden Geraden repräsentirt, 

nie durch die 

" ' ''■ (2)- 



Q Lagen die 



Lösung. Es sei die fixe Gerade oder Leitli 
Gleichungen gegeben 

Ml), die Erzeugende durch 
y = bz -{- a.\ '' ' " y = 

Da die Gerade (2) in jeder ihrer besondere 
Gerade (1) schneiden muss, so hat man 

(. _ .■) (J _ y) = (p _ f) (a-a) . . . (3) 

Da die Grössen a' und ß' eich continuirlich ändern, so wer- 
den wir, um alle möglichen Lagen der Geraden (2) bestehen zu 
lassen, aus (3) die Werthe für a.' und ß' eliminireu, was einfach 
dadurch geschieht, dass die Werthe für a,' und ß' aus (2) in Glei- 
chung (3) gesetzt werden, d. i. 

ß' ^ y - b'z, 
man bekommt dadurch die Gleichung 

(» -- * + a,) (J _ J') = (p _ 5 + y.) („ _ «'), 
welche reducirt sich auf die ITorm bringen lässt: 

Ax + By + Cz ^ n =- . . . . I. 
Diese Kelation wird, wie nach der Entstehungsweise für sich 
klar, die Gleichung der Ebene genannt. 

Anmerk. Welche Modificationen diese Gleichung L erlei- 
det bei besonderen Lagen der Ebene gegen die Coordinaten ebe- 
nen, setzen wir als bekannt voraus. 

Zusatz. Unter den mancherlei Methoden, die Gleichung 
einer Ebene aufzustellen, wollen wir es unternehmen, auf eine 
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sehr bekannte Darstellung zu erinnern, in der Absicht, eine be- 
sondere Bemerknng daran zu knüpfen. 

Die Entwickelung beruht auf Folgendem: 

Errichtet man in einem beliebigen Puncte einer Ebene auf 
diese eine senkrechte Gerade, trägt auf die nach beiden Dichtun- 
gen verlängerte Linie gleiche Längen , so hat bekanntlich jeder 
Punct der Ebene die Eigenschaft, von den beiden Endpunoten 
der Senkrechten gleichweit entfernt zu sein. 

Auf diesen Charakter der Ebene geatßtzt, unternimmt es 
die analytische Geometrie, die sogenannte Gleichung der Ebene 
aufzustellen; denn sind zwei feste Puncte im Kaume gegeben, 
und will man die Lage derjenigen Puncte ermitteln, die von den 
zwei festen Puncten dieselbe Entfernung haben , so ist offenbar 
der geometrische Ort derselben eine Ebene, die gleichzeitig senk- 
recht auf der Verbindungslinie der beiden Puncte ist. 

Sind auf Grundlage eines rechtwinkeligen Coordinatensystema 
die Coordinaten der fixen Puncte A und A' beziehungsweise 

VJ = ß. p = ß[' 

sind ferner die Coordinaten eines beliebigen Punctes M der Ebene 
äi , y, s, so folgt wegen AM = A M 

(«-»)' + (ff-|3)' + (z-,)»« (».-«')> + (>/-|3')''+ (»-/)', 
oder reducirt 
(«' — «)J! + (|3' — |3)j + (/ — )■)■! + 

+ i(»' + P' + / - «'' - P -y')=0 . . . (1) 
oder kürzer 

Ax -Ar By -{■ Cz Ar D = a . . . . (2) 
welches sofort die allgemeine Gleichung der Ebene ist. 

Gegen die VoUglttigkeit dieser Gleichung (2) kann übrigens 
sehr leicht ein Zweifel erhoben werden, wenn man bedenkt, dasa 
die Coeffiüieuteu A, B, C und D sich als Functionen der Coor- 
dinaten der fixen Punete ergeben, und es könnte sehr leicht den 
Anschein gewinnen, dass die Gleichung der Ebene eine andere 
werde bei jeder Veränderung der Coordinaten von A und A'. 
Im Allgemeinen ist es auch so; allein ändert man die Lage der 
Puncle A und A' derart, dasa sie sich um gleichviel dem Hal- 
birungspuncte ihrer Distanz nähern oder davon entfernen, und 
zwar in der ursprünglichen Verbindungslinie AA', so bleibt die 
Gleichung (2) allgemein in Kraft, d, b. die Coefficienten dieser 
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Gleichung, oder beeeer ihre Verhältnisse zu einander, ändern sich 
nicht, wenn eine solche Aenderung in der Lage der Puncte A 
und A' eintritt. Um diess zu zeigen, schlagen wir folgenden 
Weg ein : 

Nehmen wir an, die Coordinaten des Punctea A gehen über 

mBh = ß-\-l, 

[5 = y -\- m, demnach gehen die Coordinaten des Punctea B 

über in B' ly = ß' — l, 
I z = y — »1. 
Für die so veränderte Lage von A und A' findet man 
nach (1) für die Gleichung der Ebene 
(a'-a-2fc);B + lß'-ß-2l)p + {y'~y-2m)z + 

oder kürzer Ä' 3: + B" y -^ C s -{- D' ^ . . . (4) 
Soll nun diese Gleichung (4) dieselbe Ebene bezeichnen 
wie die Gleichung (2), so müeseu für die Identität dieser Glei- 
chungen offenbar die Eelationen Statt finden: 



Es kommt also nur mehr darauf an, die Richtigkeit dieser Glei- 
chungen darzuthun. 

Nun sind die Gleichungen der durch A und A' gehenden 
Geraden 

-'^Wl""\ ■ • • ■ '^) 

Setzt man die Coordinaten des Punctes B' in (5), ao folgen 
die Beziehungen 



oder daraus 



„'_„_2t a~a „ , j3'-^ — 2i 



und 



demnach ist auch die Eichtigheit der Gleichungen 
A A' , B B- 

-C=ff und ^ = ^ 
nachgewiesen. 
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Was endlich noch die Gleichung ^ ^= 7^ betrifft, 80 hat man 

-ö'=i[("+*>'' + <P+0' + ()'+m)*~(«'-i;«— (|3'— !)'— f/-!«)*] 
= }[(»■-«') + (ß=-(3'") + (,'-,■') + 

+ d + ct') .2t + <ß + ß').2l + (y+j'). 2«.] 
= i[(« + «')(a_.' + 2i!) + (ß + p')fP— P'+2!) + 

+ (?+/)()— / + 2»»)] 
= — U(» + «')(»'-« — 2t) + (|3+ß')(P'-|3 — 20 + 

+ ()' + J')(/-r-2>»)], 
also 

§ = -i[<a + =*').^t^+(|3 + ß').f^ + Cj'-i-/)] 

_ r «' + |3' + 7'-a'-g '' -7' '1 _ -D 

-^l ,•--, -J - c- 

Es Bind daher die Gleichungen (2) und (4) vollkommen einerlei, 
wie diese übrigens auch in der Natur der Sache liegt. 

Auigabe II. Man soll die Gleichung jener Ebene suchen, 
die durch drei gegebene Puncte gelegt werden kann. 

Lösung. Die gegebenen Puncte seien «' j' /, x" y" d', 
is"y"' z", die fragliche Ebene habe die Gleichung 

Ax -^ By + Cz ^ D = . . . . (1) 
Da eie nun durch die drei gegebenen Puncte gehen soll, so fol- 
gen die Gleichungen 

Ä-x + By + Cz -f i? = 0, 
Aw" + By" + Cz"+ D = 0, 
Aoj'"-^ By"'-\- Cz"'-\- D = 0. 
Dividirt man jede dieser Gleichungen durch D, eo hat man 
weiter die Grössen ■= , ■= und ^ zu suchen , welche Quotienten 
in Gleichung 0). nachdem man auch diese früher durch 1> di- 
vidirt hat, zu substituiren sind. 

Aufgabe 12. Es soll der Durchschnitt einer Geraden mit 
einer Ebene ermittelt werden, 

Lösung, Es sei die Ebene 

Ax + By + Cz + D = . . . . (1) 
die gegebene Gerade 

' = " + '} (2, 

Setzt man die Werihe von ie und y aus Gleich, (2) in (1), 
BO folgt 
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- C)z 


A^4- Bß-hD 


Aa 

u. iBh + C) 


+ Bb+C" 
- a(Bß + n) 


ß(Äo 


Aa + Bb+ C 
'. + C) - b(A^ + D) 



{Äa + Bb- 
und 
demnach nach (2) 



y = — A^ + Bt . 

Aus diesen Resultaten geht hervor, dass die Gerade die 
Ebene nie schneiden wird, also mit ihr parallel ist, sobald 
Aa -{- Bb -{-€=(} ist. Es bildet demgemäss diese Gleichung 
Aa -j- Bb + C= die aaalytiaehe Bedingung für den Paral- 
lelismua einer Geraden mit einer Ebene. 

Soll die Gerade ihrer ganzen Aasdehnung nach in der Ebene 
liegen, so müssen alle jene Coordinaten, welche den Gleichungen 
der Geraden entsprechen, auch die Gleichung der Ebene identisch 
machen; diess führt nun direct auf die Gleichung (3), welche für 
alle möglichen Werthe von s gelten muss. Diese ist nun der 
Fall, wenn Aa -{^ Bb -\- C = i , , r.. • i. 

nnd A.fB^+])=(iV welche Gleichungen zusam- 

men bestehend die Bedingung ausdrücken, unter der eine Gerade 
in einer Ebene zu liegen kommt. 

Aufgabe 13. Durch einen gegebenen Punct soll eine Ebene 
gelegt werden, welche mit einer gleichfalls gegebenen Geraden 
parallel ist. 

Lösung. Eb sei die Gerade , , . f . ■ ■ CD, 

!/== &5 + ßf 

der Punct M\y', die gesuchte Ebene hat die Gleichung 

Äix — x') 4- B(y~y) + dz^d) = 0. 

Zur Bestimmung der Coefficienten A, B, C hat man die 
einzige Gleichung Aa -^ Bb -\- C=0, woraus folgt, dass es 
unzählige Ebenen gibt, die der Aufgabe entsprechen. 

Aufgabe 14. Es soll durch einen Punct und eine Gerade 
eine Ebene gelegt werden. 

Lösung. Es sei die Gerade , , , f, derPunCt a';//, 

= y=:bz-\-py •' 

die gesuchte Ebene sei 

Ax ^ By + Gz ^ D = . . . . (1) 
Zur Bestimmung der Coefficienten hat man 
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At' + By + C + D = 
Aa + Bl + C 
Aa, + Bf, + D 
Aus diesen drei Gleichungen wird man sieh wieder die 
Quotienten j, j- und ^ rechnen und in (1) eubstituiren. 

Bringt man die Gleichung (1) durch Division mit — D auf 
die Form M<c + Ny ^- Ps = I , welche Gleichung sofort auch 
als allgemeine Gleichung der Ebene zu gelten hat, so hat man 
für die vorliegende Aufgabe 

Mi: + Ny + Pz = 
Ma + Nb + P = 
jK« + JVß — 1 = 1 
und die gesuchte Ebene ist 
(13 + 62— j(')i — (« + <i2' — «')y + [<i(y'—ß) — S(«'-t.)]2 = 

= 1.(6»'— S') — (3(0/— i). 
Aufgabe 15. Durch zwei sich schneidende Gerade eine 
Ebene zu legen. 

Lösung. Die gegebenen Geraden seien 

j, = 62+p!'^' ,„ _ 6'2 + ß'P^' 
Hat die gesuchte Ebene die Gleichung 

Äx + By -if Cz ^ D = . . . . (3) 
Bo hat man zur Bestimmung der Coefficienten die Gleichungen 
Aa + Bö + C = 0] 

Äa -]- Bb' ^~ C=G\ ^ ' 

Aa! ^ Bß' -\- n = oj 
Fügt man diesem Systeme von Gleichungen noch die Be- 
dingung bei, dass die gegebenen Geraden eich schneiden, näm- 
lich die Gleichung 

(c* — a') {b ~ b') = (ß — ß') ia-a) ■ - . (5) 
80 reduciren eich die obigen vier Gleichungen bloss auf drei, 
aus denen man wieder durch Division mit D die Quotienten 
= , = und -z: rechnen kann. 

Man bekommt nämlich aus (4) durch Subtraction der ersten 
und dritten, ebenso der zweiten und vierten Gleichung bezie- 
hungsweise 

Aia — a) + B(b~b') = 0, 
Aia^r/) + B(ß — ß') = 0, 
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welche zwei Gleichungen sich mit Rücbaicht auf Gleichung (5) 
von einander gar nicht unterscheiden. Verbindet man demnach 
aus (4) etwa 

Aa -]- Bb -\- C= Ol 
^a + _Sj3 +i?= o[ (6) 
mit A{<x~cL) -(- _B(ß— 13') = o) 
so folgt aua diesem Systeme (6), wenn der Kürze wegen ^_^, = m 
sesetzt wird, 

^ ^ *" £ =. -1 C ^ b-am 

D'^ß — am' D (3 — am' D ß— «m* 

Diese Quotienten in (3) gesetzt, geben für die gesuchte 
Ebene die Gleichung 

mx-y + (J^-arrOz + (ß ^ <^m) = 0. 
Aufgabe 16. Durch zwei parallele Gerade eine Ebene zu 
legen. 

Lösung, Die Geraden seien 

X = az + a.}^ m == az ■\- a' ) 

die gesuchte Ebene 

Ax ^ By -\- Cz -^ B = ^ . . . (3) 
Damit die Ebene (3^ die Gerade (IJ enthalte, rauss 

^« + Si + C = (4) 

^a -f 5j3 +-D-= (5) 

sein; für die zweite Gerade 

Aa -\- Bh -V G = ^ (6) 

^a'+ Sß'+i?= (7; 

Da die Gleichungen (4) und (6) einerlei sind , so hat man 
wieder zur Ermittelung der Quotienten =, jj und -= die Glei- 
chungen 

Aa^ Bh ^ C = 
^t« + 5ß + i> = 
^a'-f .Bß' + i? = 
Man findet 
C(3~|3-)a;-(<»-a')y+[6(c*-a') — «(p — p')]2 + («p'-a'ß) = 0. 
Aufgabe U- Es sind die Neigungswinkel zu bestimmen, 
die eine Gerade mit den coordinirten Ebenen einschliesst. 

Lösung. Hat man die Gerade , ,,!-■■ (1) 

& y:=lz-{-p 

und eine Ebene, allgemein 

Am Ar By -^ Cz ^ B = <i . . . . I. 
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so hat man bebanntlioli für den Neigungswinkel der Geraden mit 
der Ebene für den Winkel (1, 1.) 

Äa + Bb+ G 

Soll nun I. in die coordänirte Ebene xy übergehen, so hat 
man die Gleichung derselben 2 = 0, also in (2> ^4 = 0, 5 = 
und C= 1 zu setzen, demnach 
sin{l, ^y) - 



Va'- 



Va' + b-+l 



Aus diesen drei Gleichungen folgt allsogleich 

ein{l, iKt/)" 4" 8111(1, xz)^ + sinCl, i/z)^ = 1. 
Zusatz. Für die Cosinuse der Neigungswinkel einer Ge- 
raden mit den Axen z, y und x wurden dieselben Zahlenwerthe 
wie oben gefunden. Es folgt demnach 

sind, xy) =■ cos(l, z), 
sin(I, xz) ^ cos (1 , y), 
sin(l, yz) = cos (1 , x). 
Aufgabe 18. Es soll der Abstand eines Punctes von einer 
Ebene gesucht werden, 

Lösung. Es sei der Punct xy s, die gegebene Ebene 

Am -^ By -\- Cz -\- D ^ (i . . . (1) 
Die Gerade, die durch x'y'z' geht, ist 

ic — a;' = aiz~-z')i 
y — y = h(z — z')i 
Soll aber diese Gerade auf der Ebene (1) senkrecht stehen, 
so muss bekanntlich a und b so gewählt werden, dasa 

A , B 
a = ^, b = -,, 

demnach sind die Gleichungen des Perpendikels 

X — at = --^iz — z')\ 

Bringt man nun (1) und (2) zum Durchschnitt, und sind 
die Durchschnitts - Coordinaten a-, y und z, so ist die verlangte 
Entfernung des Punctes von der Ebene 

i = 1/(J^^')' + (s— s')*~+ (» — rt" ... (3) 
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Um alkogleich die Differenzen (x — x), (y — y) und (z — /) 
zu rechnen, bringe man die Gleichung (1) auf die Form 

A(^ — ^-) 4- B(y-y) + C(z^z') + B' = . . . (4) 
wobei D' = Ax + By + (7e + -D ist. 

Aus (2) und (4) diese Differenzen wirbiich gesucht und in 
(3) substiiuirt, bekommt man 

,? = -I- Äx +By'+C^- + D 

Liegt der Punct im Ursprung, ao folgt wegen fl;'=y'=s = 

d = ± -" (6) 

Va' + -«' + C' 
Aufgabe 10, Eine Ebene ist gegeben; mau soll solche 
Puncte suchen, die von der Ebene einen gewiesen Abstand d 
haben. 

LOsung. Die gegebene Ebene sei 

Ax ^ By -^ Cz -\- D = . . . (1) 
X, y, z die Coordinaten eines gesuchten Punctea, so hat man 
der Aufgabe gemäss ^,/ ,^ „ ~ :i — ^ '^' welche Gleichung 

sich auch schreiben lässt 

Ax + B'y + Cz + D' = (i . . . (2) 
wenn ]J^ d \/A^ -\- ß"^ -{- C^ = 1/ gesetzt wird. 

Es läsat sich zur Ermittelung der Unbekannten x, y, z nur 
die Gleichung (2) aufstellen, woraus erhellt, dass es unzählige 
Puncte gibt, welche der Aufgabe Genüge leisten; alle diese 
Puncte liegen, wie aus (2) hervorgeht, in einer Ebene, welche 
mit der gegebenen Ebene parallel lauft. 

Da D' zwei verschiedene Werthe annimmt, so hat man ei- 
gentlich zwei parallele Ebenen, die mit der gegebenen Ebene pa- 
rallel sind, und Puncte der verlangten Beschaffenheit geben. 

Aufgabe 30. Durch einen gegebenen Punct ist eine Ebene 
zu legen, welche senkrecht steht auf einer gleichfalls gegebenen 
Geraden. 

Lösung. Es sei der gegebene Punct m y z, die gegebene 

Gerade "" ^ T 1 ^1 (^' 

y = hz Ar ^S 

die gesuchte Ebene wird die Gleichung haben 

A{x—x) + B(y — y') + C{z — z') = ... (2) 

Damit (1) auf (2) senkrecht stehe, muss a = -^, b ^= y„ 

also geht (2) über in 
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«(i-a:') + ib-y') + (2-«') = 0, 
als die verlangte Gleichung der Ebene. 

Aufgabe 21. Es soll der Abstand zweier paralleler Ge- 
rader gesuclit werden. 

Lüaung. Es seien die gegebenen Geraden 
X = «s -i- ß ) X = as + «' 1 

;,=ft. + ßf W 3, = J. + ß'l® 
Um ihren Abstand zu finden, ist es am einfachsten, durch 
den Ursprung eine Ebene zu legen, welche senkrecht steht auf 
beiden Geraden. Dieae Ebene wird die Gleichung haben 

fflx + &y + 2 = (3) 

Bringt man (1) mit (3) zum Durchschnitt, nennt die Durch- 
schnitta - Coordinaten ^ y z\ ebenso für (2) und (3) ik" y" z", so 
folgt für die gewünaehte Diatanz 

d = Vi^' - ^")' + («/' - y")\ + (^' - ^")'' ..■(*) 

Um allaogleich dieae Differenzen {x' — a") etc. herzustellen, 
benütze man die Gleichungen 

X = az Ar a\ . as" = az" + "' ( ,(., 

/ = ;,.■ + «!'" / = i." + /i'l<ö 

oa,' + sy + / = m 

0«"+ S/+^"= (8) 

Ans (!) md (8) folgt 

„(,'_»") + S(j,' _/) + (/- 2") = . . (9) 
aus (5) und (6) 

aj' — «" = (z — «") + (« — «'). . . (10) 
y-y"= h(z'-J') + (ß-ß) . . . (11) 
au8 den Gleichungen (9), (10) und (11) folgt 

, _ „ _ _ .i(^-e')-(i'+i)(— ■•) 
" " — <." + i' + i 

.iC-»T-(»' + »)(g-g') 

'J - s = — „■ + 1. + 1 ' 

„ _ »(.-<■•) + >(/! -CT 
' — ' - „■ + S' + 1 

Diese Differenzen in (4) substituirt, liefern die verlangte 
Distanz. 

Aufgabe 32. Es soll der Abstand zweier paralleler Ebe- 
nen bestimmt werden. 

Lösung. Die Ebenen seien durch die Gleichungen gegeben 
Am + B>i + Ci + n = . . ■ . I. 
An + B,j + Ca + ff = ■ ■ . .11. 
Habetl, BeispleleamtDl, ans cier analyt. Oeoiuatila. 15 
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Um die Entfernung dieser Ebenen zu finden, wird es am 
einfachsten sein , in einer der beiden Ebenen , etwa in I. , einen 
Punot X y z anzunehmen, und die Entfernung desselben von der 
Ebene II. zu bestimmen. 

Die Entfernung von x y z von II. ist durch die Gleichung 
eeseben (Aufg, 18.) 

\, _ ^^- + By-+C/ + -D- ,,, 

^ ~ V A^ + £' + c ■■■•(!; 

wegen Ax ^ By -\- Ca + ö = 
folgt — D = Ad ^ By + Cz, 

demnach d =: -- -■-.— .-.-^ 

Va^ + B' 

zwei parallelen Ebenen. 

Aufgabe 23. Es soll durch eine Gerade eine Ebene gelegt 
werden, welche mit einer andern Geraden einen bestimmten Nei- 
gungawinbel einschlieest. 

Losung. Die Gleichungen der gegebenen Geraden seien 
^ = az -^ a-> ü! = dz Ar a) 

y = bs -\- ßf ^ ' y = b's + ß'i ' ' 
für die gesuchte Ebene bestehe die Gleichung 

Ax -\- By + Cz + B = . . . . (3) 
Soll diese Ebene die Gerade (1) enthalten, so muss 

^« + i?^T^=0M*> Stattfinden. 
Für den Neigungswinkel {2, 3) ist 

sin (2, 3) = ^°' + ^;' + ^ . . (6) 

Aus (4) und (5) sind wieder die Quotienten ■=, -^ und j^ 
zu bestimmen. 

Bezeichnen wir diese Werthe der Reihe nach mit n, v und 
w, den Sinus des Winkels (2, 3) mit s, so folgt 
; = 0) 
= 0' 



ao reducirt sich 









au + i,+w 








oa + (Si. + 1 








.'. + SV + » 




VJ' + f- 


' + 1 .¥•■ + .•+ »■ 




Soll 


die Ebene 


(3) mil (2) parallel 


das 


Syatetn (6) auf d 


ie Gleichungen 






at 


. + So + .0 = 0. 






«« + ß« + i =0} 






at 


i + l'v + w = 0) 
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Soll die Ebene (3) auf (2) senkrecht stehen , dann hat i 
die Gleichungen 

au -{- hv -\- IC = I 

V = b' u 
daraus folgt aber 

aa + 66' + 1 = 0, 
d. h, man kann durch eine Gerade eine Ebene nur dann senk- 
recht auf eine andere Gerade führen, wenn diese Geraden selbst 
auf einander senkrecht stehen. 

Setzen wir die Existenz dieser Bedingungsgleichung 
aa + 66' + 1 = 
voraue, so reducirt sieh das System (8) auf 

«= «'«. (9) 
V = h'w\ 
aus welchen Gleichungen nun die Werthe u, v, w folgen. 

Aufgabe 34. Zwei Gerade sind gegeben und ein Funct; 
durch diesen soll eine Ebene gelegt werden, welche parallel mit 
den gegebenen Geraden ist. 

Lösung. Die zwei Geraden seien 

le = az + ic> ' ie = a'^ + a') 

der Funct sei durch die Coordinaten gegeben x y z. 

Die Ebene, welche durch diesen Punct geht, heiaat 

A{x-w') + B{y-y') + C{z~z') = . ■. (3) 

Wegen Eb. (3) || mit Gd. (1) ist Aa -\- Bb -^ C = Q. 
„ « (3) II „ „ (2) „ Äa'+ Bb'i- C= 0. 

Aua diesen zwei letzten Gleichungen folgen die Quotienten 
■p und ^, welche in (3) eubatifuirt, die Gleichung der verlangten 
Ebene geben. 

Aufgabe 25. Die Gleichungen zweier Geraden und die 
Coordinaten eines Punctes aind gegeben; es soll der Ort deije- 
nigen Geraden bestimmt werden, welche durch den gegebenen 
Punct geht und mit den gegebenen Geraden gleiche Winkel 
einschlieast. 

Lösung. Die Geraden seien 

w = a'z -^ a'i^ X = a"z + «") 

15' 
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der Punet Miy', die Gleichungen der zu suchenden Geraden 

X — :ü' = aiz — z) ) 

y-y =M^-^')('-** 
Für den Neigungewinkel {1, 3) hat man 

008(1, 3) = ± "' + "''± ' 

eben so für > (2, 3) 

coi(2, 3) = d= 



+ S' + l->'«"'+r" + r 
> (1, 3) = > (2, 3) 

• «■ + ii'+l i.a- + n"+l 



Oder r''^"''^' = ± •/ + ""+' . ■ . (-4) 

Setzt man ]/l -t- «'* + 6'* = w, , V't + «"' + *"^ = Kä- 
nnel eliminirt a und h aus (3) und (4), so folgt 
Wg a (ic — x) + MTa &' (y — y") + w^ (s — z) = 

= ± [», a' (^. - *') + „, y (y - y') + », (. - J)-\ 

als Gleichung des gesuchten Ortea , welcher aus zwei Ebenen 

besteht, nämlich 

{w^ <l - w^ a") (^ - x') + (m-, b' - w, h") iy ~ y') + 

+ K-w'JC^-O = . . . I. 
{W2 d ■\' Wj «") [x — x) 4- (wa &' + wi J") (j( — ;/') ■\- 

-i-K+«'.)(^-2') = ... II. 
Diese beiden Ebenen stehen auf einander senkrecht. 

Aufgabe 20. Die Gleichungen zweier Ebenen sind jfege- 
ben; ea soll der Ort des Punctes gefunden werden, dessen Ent- 
fernungen von beiden gegebenen Ebenen ein gegebenes conatantes 
VerhäUnies haben. 

Lösung, Die Ebenen seien 

^« + 5j/ -1- Cs + -D = . . . . I 
Alx 4- ^'^ -^ C"« + Z*' = . . . . II.' 
Nennen wir den gesuchten Punct x y z, so sind die Ent- 
fernungen dieses Punctes von den Ebenen 

± A-^:-VBy'-\-Gd -VI» _^ ^'/ + B'/ + (ri' + fl' 

sonach 

-^Z + By'-I- G^' ^D = ± n £5; -I- B;,!/' + C';' + g- 
y A'-Y B-'-Y a* ' ■ Va" + B'' + 0-2 ■ 
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DieBs ist die Gleichung des geauchteii Ortes, der aus zwei Ebe- 
nen besteht, nämlich 
A^ + B<l + C'z + D __ ^ A- X + B- y- + c; t -i- p [ jjj 

Va^ -i-B'+C ' Va'^ + B" + C» 

Ax+By + O^ + D = — M Ä-X + B's+C't + P- jy-_ 

Va^ + B' + C ' VA" -i-B-^ + CT' 

hierbei sind die nunmehr überflüssigen Accente weggelassen. 

Man sielit sehr leicht, dass sich diese gefundenen Ebenen 
in der Durchschnittslinie der beiden gegebenen Ebenen schneiden; 
denn alle jene Werthe von is, y, z, welche die Gleichungen I. 
und II. gleichzeitig befriedigen, genügen offenbar auch den Glei- 
chungen III. und IV. 

lat ji := 1 , 80 halbiren die Ebenen III. und IV. die Nei- 
gungswinkel der Ebenen I. und II., überdleas stehen dann die 
Ebenen III, und IV. senkrecht auf einander, wovon man sich 
leicht überzeugen kann. 

Aufgabe 27. Es sind die Gleichungen zweier Geraden, so 
wie die Coordinaten eines Punctes gegeben; man soll die Glei- 
chung derjenigen Ebene finden, welche durch den gegebenen Punct 
geht, mit der einen Geraden parallel läuft, und mit der andern 
einen bestimmten Winkel einecbliesst, 

Lösung. Die Geraden seien 

der Punct dy r'^ die gesuchte Ebene hat die Gleichung 

A(,-d) + B(ji-y') + 0(z-.') = ... (3) 
Soll sie parallel sein mit (1), so muss 

Aa -\- Bh -\- C = ^ (4) 

soll sie mit (2) einen bestimmten Winkel <f einachliessen, so ist 

sm fp = ,.. , .- , ^= ... (5) 

Aus den Gleichungen (4) und (5) lassen sich die Quotienten 
■f, und -^ bestimmen, die in (3) substituirt, die verlangte Ebene 
geben. 

Setzen wir -p;^^, — = 5, so folgen aus den Gleichungen 
«p + 5? + 1 = 0, 
"V + 6'9 + 1 
}/„'. + i," + 1 . Vp' -i- 9" + 1 
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zwei Auflösungen für p uod q, es sind demnach zwei Ebenen 
möglich, welche der gestellten Aufgabe Genüge leisten, 

Aufgabe 38, Die Längen der Tracen zwischen je zwei 
Coordinatenaxen sind gegeben ; man bestimme die Gleichung der 
Ebene. 

Lösung. Ist allgemein ^a: + £y + Cs + .D = die 
Gleichung der Ebene, und schneidet diese die Axen x, y, z der 
Reihe nach in deu Abatänden a, b und ö, so lässt sich die Glei- 
chung der Ebene auch in der Form schreiben 

:- + f + ; = 1 ■...■• I- 

Nennen wir die Länge der Knotenlinie in der Ebene xy, l, 
in der Ebene ya, V, und in der Ebene .xz, l", so mttsöen die 
Gleichungen Statt finden : 

r== i' + c'\ 

Aus diesem Gleichungssyateme II. folgt 



-V^ 



y^^ 



, = ±l/^ 



Substituirt man diese Werthe in I. , 



so folgt 
V2. 



■ y^r 



1 



Vp — i'2 -f. ("i ~~ Vf + i'^ - /'' 
als die Gleichung der verlangten Ebene. 

Aufsabc 29. Die Länge des Perpendikels , welches man 
vom Ursprung auf eine Ebene fällen kann, ist der Länge und 
Lage nach gegeben; es soll die Gleichung der Ebene gesucht 
werden. 

Lösung. Nennen wir die Länge des Perpendikels p, die 
Winkel, das dieses mit den Axen x, y, z einschliesst , be- 
ziehungsweise a, ß, y, die Coordinaten des Endpunctea des Per- 
pendikels x'i/'z', so hat man für die Ebene die Gleichung 

A{^-^') + B(,j-,/) + Cl^--/) = . . . (1) 
för die Gleichungen des Perpendikels 



' = j^! (2) oder (Anfg. 4.) 



(3) 
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Es mu88 demnach in (1) -^ = a = ^— ; 

und - = 6 = ^^ gesetzt werden, 
dadui'ch erhält man 

(ic — *') cos « + («/— y') cos /5 + (3 — z) cos y = 
oder 
X coaa -\- y cos^ -j- s cos y = a' cos a + j^' cos ß + i^' '^os J'- 
Nun ist «' ^ p coaa, 
y' ■=. ip cos j3 , 
z' = p cos y , 
demnach x' cos ß + ;(' cos /5 + a' cos y = p, 
also hat man liir die gesuchte Ebene die Gleichung 
x üoä a -\- y üQa ß + a cos jJ = p. 
Aufgabe 30. Es sind die Gleichungen dreier Ebenen ge- 
geben; es sollen die Bedingungen gesucht werden, welche Statt 
finden ; 1) wenn die Ebenen sich in derselben Geraden , 2) wenn 
sie Bioh in parallelen Geraden schneiden. 

Lösung. Die Gleichungen der drei Ebenen seien 

Ax ^ By -\- Cz + D = a . . . (1) 

A'j: ^B-y ^ C'z^ D'=0 . . . (2) 

A"x -\- B"y + C"z -\- !>'•= a . . . {;-5) 

Sucht man die Gleichungen der Durchschnittslinien der 

Ebenen (I) und (2) dann (1) und (3), so folgt 

_ B O' — B'C j_ BD' — B'D 

^' "^ AB' — Ä B 



AB' - 
A'.C - 


-A'B 
-AC 


AB' - 
BO"- 


-AB 
-B"C 


Air - 

Ä'O- 


- Ä'B 

- AC" 



- AD' 



' ~ AB' - 
' ^ AB'- 



(4) 



(5) 



Sollen nun die Durchaehnittsünien der Ebenen (1) und (2) 
dann (1) und (3) in eine einzige zuaaminenfaUen, eo müssen auch 
die Gleichungen (4) und (5) identisch sein, 

Durch Identificirung dieser zwei Gleichungen kommt man 
auf die Bedingungen; 

iBC'—B'C){A"C~ÄC")~(A'C—ÄC){BC"~~B"C) = 0..,ie) 
{BD'— B'D) {A-'D—AD") — {A'B^AD') {BD"—B"D) = ... (7) 

Die Coefficienten der Gleichungen (1), (2) und (3) müssen 
sofort den Gleichungen {6} und (7) Genüge leisten, sollen sich 
die drei Ebenen in derselben Geraden schneiden. 
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"Was den zweiten Panct der Aufgabe betrifft, bo folgt aus 
den Gleichungen (4) und (5) 

BC — B'C _ BC" ~B"C 
AB' — A'B ~^ AB" — Ä"B' 
A'G- AC' A"C-A O" 



oder durch Division dieser Gleichungen und Reduction folgt 
AiB'C"~S"0) -\- A'iB"C—BC") + A"(BC' — B'C) = 0, 
und diese Gleichung drückt die Bedingung aus, dass drei Ebenen 
sich in parallelen Geraden schneiden, 

Aufgabe 3i. Ein Panct ist gegeben, man soU durch den- 
selben eine Ebene legen, welche mit der Ebene sjy den bestimm- 
ten Winkel a, mit der coordinirten Ebene iss den Winkel ß ein- 
schliesat; wie heisst die Gleichung dieser Ebene? 

Lösung. Die Gleichung der Ebene, welche durch den 
bestimmten Punct geht, wird sein 

A{x-~x')+B(y-y)+ C(^-z') = (t. . .(1) 
für den Neigungswinkel dieser Ebene mit den coordinirten Ebe- 
nen hat man 

cos(l, i8)=:^ ,_^°^._^^. = co./ii ... (2) 

cos (1 , vz) ■=■ ■ ■ = COS y 1 

Aus diesem Systeme (2) folgt weiter 

cos«^ + cos/J^ + coa y' == 1 . . . (3) 
sind sonach die Winkel a und ß gegeben, so folgt auch > y 
beziehungsweise ± cos y, femer 

i = ± £211 ^ ~ ".SIE, 

Diese Quotienten in (1) gesetzt, geben die verlangte Gleichung 

± cos/(a^ — «') + cosß[y~y') -J- cos«(2 — s') = 0, 
womach also zwei Ebenen der Aufgabe entsprechen. 

Aii%abe 32. Es sind zwei Linien gegeben; man bestimme 
jene, welche auf beiden senkrecht steht, und durch einen gege- 
benen Punct geht. 

Lösung. Es seien die Geraden 

^ = «'2 + ß'j X = a"z -H «"j 

.y = 6'. + ß'iW 3/=6"« + ^"n-^ 
die Gleichung der gesuchten Geraden wird sein 
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n — X' = «(z— zOj ,<n 

die Grössen a und b finden sich aus den Bedingungsgleichungen 
aa' -{^ bb' -\- l = Oi 
aa"+ bb"-\- 1 = 0)'"' 

Die aus (4) folgenden Werthe von a und b in (3) gesetzt, 
so erhält man die Gleichungen jener Geraden, die auf den gege- 
benen senkrecht steht. 

Aufgabe 33. Der Abstand eines Punctes von einer gege- 
benen Geraden soll gesucht werden. 

Lösung. Wir verfahren folgendermaseen : Wir legen durch 
den gegebenen Punct eine Ebene senkrecht auf die Gerade, so 
ist die Entfernung des gegebenen Punctes und des Durchschnitts - 
punctes dieser Ebene mit der Geraden die verlangte Entfernung. 

Es sei die gegebene Gerade .'Toi 0-)> der Punct 

° ° y = bz + pi 

x'y'z', die Ebene, welche durch den Punct afy'z' geht und auf 
(1) senkrecht steht, ist 

„(i_i') + 6(y-<,') + (s-z') = ... (2) 
Aus den Gleichungen (1) und (3) sind die Coordinaten x, 
y und 3 zu suchen , und dann hat man für die verlangte Ent- 
fernung y(m — m'Y + i^ — yy -f {z — z'f' . . . (m) 
Um allsogleich die Differenzen {x — ib'), {y — y'), {z — s') 
zu rechnen, stellen wir die Gleichungen in (1) 

X - x- = aiz — z') + az' — at' -f « t 
,j-,j' =b{z-z') -i- bz' - y' -i- ßi 
1' und (2) gehörig verbunden 

!■ - =1' = „■ +?■ + 1 - Cl'-«). 

s -~y'= „■+"'■ + ! -fa'-W. 



o< + !• + 1 

Hier ist * = «(»' — «) + liis' — ß) + "'. 
man hat demnach nach Relation (m) 

d = ± \/w-«f + (y'-W + "■' - ..4''+i ■ • • ® 

Für die Entfernung des Ursprunges von der gegebenen 
Geraden folgt aus ('S) 



:|X^ 



+ (i' 
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zu 

[ der kleinste Abstand s 



! gerader 



; (2) 



Aufgabe 34. Es 

Linien gesucht werden. 

Löiäung, Es seien die Geraden 

X = az + a> . X = a'z + 

y = hz -\- ßn'^ y = b-z ^ 
Denkt man sich durch einen beliebigen Punct der Geraden (1) 
eine Gerade 1' gezogen, welche parallel nait der Geraden (2) ist, 
ebenso durch einen Punct der Geraden (2) eine Linie 3' gezo- 
gen, welche parallel mit (1) ist, denkt aich ferner durch (1) 1' 
eine Ebene gelegt, ebenso durch (2) 2', so werden diese Ebenen 
offenbar parallel sein; die Entfernung dieser Ebenen bildet dann 
offenbar die kürzeste Diatanz, die dann leicht nach Aufgabe 22 
ermittelt werden kann. 

Sind die Ebenen -4« + ^!/ + Cs + i? = ■ 
A'x-\- B'y+ C'a-\- I)' = . 
80 hat man zu ihrer Bestimmung folgende Gleichungen 
Aa -^ Bb -^ C 



I. 



Ak + Bß -\- D 
Äg.' + Si' + C 
A'a' + B'ö' 4- C 
A'a'+ B'ß'+D' 
A'a-{- B'b-\- C' = 



, weil (1) in 1. liegt; 

„ L II ist zu (2); 
, „ (2) in It liegt; 



II. 



ist zu (I). 



Ea folgt 



(fr',b)(„-_„)-(„--„)(^-^/S) 



als die verlangte Distanz der beiden Geraden. 

Aufgabe 35, Eine Ebene ist gegeben und ausserhalb der- 
selben zwei Puncte; es sind jene Puncte in der Ebene zu be- 
stimmen, welche von den gegebenen Puucten gleich weit abstehen. 



Lösung. Es sei die Ebene 



- + C« + B = 







(1) 



Z. 



y", die Coordinaten eines gesuchten 



Puuctes M\ 



' hat man wegen Mm' = Mm 



oder 

+ i W + y" + 2'° — »"' — y"' 



') = o . . . (2) 
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Die Gleichungen (1) und (2) dieaen sofort zur Bestimmung der 
Grössen x, y und s. 

Diejenigen Werthe von x, y, %, welche diesen Gleichungen 
gleichzeitig Genüge leisten, gehören offenbar Puncten an, welche 
in der Durchschnitt elinie der beiden Ebenen (1) und (2) liegen. 
Diese gerade Linie iat demnach der geometrische Ort für Puncte 
der verlangten Eigenschaft. 

Für die Verbindungslinie nun hat mau die Gleichungen 



i^(«- 

^c«- 



(3) 



Dass die Ebene (2) auf dieser Linie (3) offenbar senkrecht 
sieht, bedarf nach Früherem keiner weiteren Erörterung; man 
sieht aber auch, dass die Ebene (2) durch den Halbirungspunct 
der mm' geht, denn die Ooordinaten dieses Halbirungspunctes 



sind 



^' + ^' 



d + =" 



welche sofort der Gleichung (2) 
Genüge leisten. Aus dem Gesagten flieset nun sehr einfach die 
Eegel, wie der geometrische Ort construirt wird. 
Fig. 1. 

„ Anmerkung. Sind die 

Coordinaten zweier Puncte 
M.\ M" (Fig. 1) beziehunga- 



y", und liegt 

M" 80, dasB 
ist, so hat 

.■=0?, 
= V1> 



0? = «■ + J 
i die Coordinaten 



z = '' + ■" , 
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Aufgabe 36, Eine Ebene ist durch ihre Gleicliung gege- 
ben; ea BoU eine Relation aufgestellt werden, welche zwischen 
den Neigungswinkeln der Ebeae mit den Coordiuaten - Ebenen 
und den Winkeln besteht, welche von den Tracen der Ebene 
gebildet werden. 



Fig. 2. 




Lösung. 

^x + 5y + Cz + ^ = 0...I. 
sei die Gleichung der gegebe- 
nen Ebene (Fig. 2); a, b, c die 
Abschnitte auf den Axen iP, y, s; 
p, q, r die Länge der Tracen 
in den Coordinaten-Ebenen xz, 
xy. 
Es ist 









l-'^ 


+ B 
B 


+ C^ 


VA 


A 


-f-C 


VA 


+ B 


+ 6'= 



Wird p -\- g -\-r = %S gesetzt, so folgt nach einem I 
kannten Satze 






™-K = 7-,Vs^s-r)^s-q)^s-r), 
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cotang P = ' ^' " — , 
cotang Q = 



cofaiigiti : 



iVS{S—p)[S- 
P^ + 9'- 



iVS{S-p)(S-q)(S-r) 



p" + J-" - 9= = 2 . ^[y8(S—p}i8-q)(.S-r} = A PQ^r 

2 12 2 fl ^' 

r + r— '-^ = 2 . -^j 

und nach einem bekannten Satze über Projectionen 

(A FQR)' = (A OPQ)' + (A OPRi' + (A QU)'. 

daher 

s(s-p)(S-,)(S-r) =. •'"+•'/ + '•'' . 

Bildet man das Product der Cofangenten der Winkel F, Q 

und JJ, so folgt 

cotang P . cotang Q . cotang R = 



64. " ■^\' ■^" .iVa'b' + ^'c' + b'' 
oder mit ßückaicht auf V. 
cotang P . cotang Q . cotang E = 



Ebenso folgt aus II. 

eo8(I, x^) , co8(I, iBz) . cos (I, yz) = 
ABC 



Ä^ + B^ + 0") Va^ +B^ + (P 
wornach sich die bemerkenawerthe Relation ergibt: 

cos (I, ar !/) . cos (I, X z) . coa (I, yz) = cotg P . cotg Q . cotg R , 
d. h. ea ist unter Voraussetzung eines rechtwinkeligen Coordina- 
tensystems immer das Product der Cosinuae der drei Neigungs- 
winkel einer Ebene gegen die Coordinaten -Ebenen dem Producte 
der Cotangenten der drei Winkel gleich, welche die Tracen der 
Ebene mit einander bilden. 

Aufgnbe 37. Es sind die Coordinaten dreier Puncto ge- 
geben; es soll durch einen derselben eine Ebene derart gelegt 
werden, dass diese zwischen den beiden andern Puncten hin- 
durchgeht, und von diesen gleichweit absteht. 
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Lösung. Bß seien die Puncte 

IX,, t^,, p-3, 

U, , Ua , Us . 

Man hat 

für (las Perpendikel von (2) auf I. ist 



V'-l' + ß^ + C^ 
ebenso für die Entfernung von (3) und I. 



demnach hat man für die Coefficienten J., B und C die Gleichung 
A K + ^3 — 2^,) + .B (j/a + 2^3 — 2yJ + C(22 + % - 2s.) = 0. 
Es gibt also unzählige Ebenen, welche der gestellten Anforderung 
Genüge leiateo, 

Aufgabe 38. AB CD sei ein Tetraeder; ea sollen die 
der Seitenflächen und Kanten so wie derjenigen 
I ausgemittelt werden, welche durch eine der Kanten und 
die Mitte derjenigen gehen, welche sie nicht trifft. 

Lösung. Die Kanten AB, AC, AD seien beziehungs- 
weise a, b, e. Nehmen wir diese drei Kanten zu Coordinaten- 
axen, so haben wir für 

IX = 0, 
D\y = Q, 



|i = 0, (« = 


■a, 


1=0, 


^ S = 0. -B J/ = 


0, 


C >J = I>, 


L = 0, U = 


0, 


3 = 0, 


für die Begrenzungsebenen 






ABC . . 




z = 0, 


ABD . . 




'J = 0, 


ACD . . 




I =- 0, 


ECB . . 




l + l + l 


für die Kanten 






AB . . 




in = 0. 
1 z = 0, 


AC . . 




j» = 0, 

U = 0, 
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AB 
BD 




jÄ = 0, 

h = 0, 
ly = 0, 

! + : = >. 

Es sei ferner (Fig. 8) E der 
Halbirungapunct der BD, ebenso 
F, G, H, J und K die Halti- 
rungspuncte der anderen Kanten. 

Man hat für die Ebene 



A UM . 


* ö ~ ; = "' 


ABF . 


■ |-| = ». 


ABO . 


■ i-l = <'. 


BCH . 


•:+!+¥ 


BDJ . 


■^+1+^ 


CDK . 


• ¥ + ! + ; 



Aufgabe 39. Die rechtwinkeligen Coordinaten der Eck- 
punete eines im Räume befindlichen Dreiecks sind gegeben; es 
soll der Eauminhalt jenes prismatischen Körpers gefunden wer- 
den, welcher von dem genannten Dreiecke, von seiner Projecfion 
auf der coordinirten Ebene my und den projicirenden Ebenen der 
Seitenlinien des Dreieckes eingeschlossen wird. 

Lösung. Wir setzen bei unserer Rechnung voraus, dass 
jenes Dreieck die Projections-Ebene xy nicht schneidet, nennen 



y,, B\y^, C\y^, und neh- 



die Puncte des Dreieckes A 



men noch ferner an, dasa z^ <: Sa < Sj . 

Denken wir uns nun durch den Pnnct A eine Ebene pa- 
rallel mit wy gelegt, so wird der in Rede stehende Körper in 
ein dreiseitiges Prisma mit parallelen Grundflächen und in eine 
Pyramide zerlegt, deren Spitze in A ist. 
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Es sei die Projection das Dreieckes ^/, so ist der Inbalt 
des Priamaa / - e, . 

Um die Pyramide zu rechnen, so haben wir fßr die Grund- 
fläche derselben ^[(sg — s,) + (sj — Zi)] . B' C, wobei (s^—Zi) 
und (% — zj die parallelen Selten des Trapezes, B' O die hori- 
zontale Projection der BC ist, Ist die horizontale Projection des 
Punctee A in A', so ist die senkrechte Entfernung des Punclea 
A' von B' C offenbar die Höhe der Pyramide ; nennen wir sie 7t, 
so ist die Pyramide ^2(^8 + ^3 — 22,)5'C".^, und wegen 
i.B'C'.h=f 

Pyramide = * (s^ + z^ — 2sj) . /, 
demnach für das zu rechnende Prisma 

H^^ + z^-2z,)/ -\-fz, = ^(z,^z^^z^) . / 
oder 
^ = ^(2i+Sa-|-Z3)(«a^i -\-X3ff3 + x^i/s — XiT/^—x^ya — Xspi)- 

Aufgabe 40. Die Coordinaten der Eckpunete eines Te- 
traeders sind gegeben; man bestimme den Rauminhalt desselben, 

Lösung. Die Eekpuncte des Tetraeders sind 

aU, bU, cUj„ 



Nehmen wir an, dass der Körper ganz im Räume der po- 
sitiven X, y, z liegt, A sei unter den genannten Puncten am 
tiefsten liegend, und nennen wir die Inhalte der prismatischen 
Körper, welche durch die Projectionen der Dreiecke B OB, 
CDA, DBA und BGA auf icy entstehen, ^1 , h, ^a und h, 
so folgt für den Rauminhalt des Tetraeders offenbar 
h =: k, — k^ — ^3 — ki. 

Nun ist nach der vorigen Aufgabe 

K = i/, (% +H + ".). 
K = i/. fe+z. + %), 
*. = i/, (2, + ü! + %). 

und man hat sonacli mit Eückaicht auf/, ^/a +/3 -H/* 

t = i(Az2 +/.% +/.% -/, Z,). 

Für die Grössen /i » /a 1 /a > A hat man 
2/1 = (j/a'^a — ^aS*») + *^3«, — 3:3 J/,) + iy^x^ — 34^2)» 
2/b = (y.aja— a^i^a) + (ya'^4 — X^y,) -|- (y^a;, —^4)/,}, 
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Aufgabe 41. Eine gerade Linie von bestimmter Lange 
ist durch ihre zwei Endpiincte gegeben; man rechne die Län- 
gen der Projectionen auf den drei eoordinirten Ebenen. 

Lösung. Soll die Linie, welche durch die Puncte A und B 
gegeben iat, projicirt werden, so nehmen wir vor aüem für die 
Gleichungen der durch die Puccte A und B gehenden Geraden 

Für die Neigungswinkel dieser Geraden mit den einzelnen 
Projectiona - Ebenen hat mau 

sin (1, xy) = -7 ^.-^--^:t' 



} I- 



ein (1 , t/z) -- 



Va^- 

Ist die Länge der zu projicirendeu Linie AB ^ l, ao hat 
man für die Längen der Projectionen auf den eoordinirten Ebe- 
nen xy, iC2, yz 

l' = Icoa (1, xy), l" — l C08(l, ^z), l'" = ^coa(l, yz). 

Mit Zuhilfenahme des Syatemes I. folgt 

cosci, *z) = y /^t+i ' 

Man findet ferner noch die bemerkenswerthe Beziehung 
1'3 _|- ;"s 4. l'"» = 2 1". 

Aufgabe 42. Eine Anzahl Pancte im Baume und eine 
Ebene sind gegeben. Von diesen Puncten werden auf die Ebene 
Lothe gefällt, und diese beziehungsweise multiplicirt mit m^, m^, 
jHg , . . . Es soll ein anderer Punct gesucht werden von der 
Beschaffenheit, daes das Product aus dem Lothe, welches von 
demselbenauf die Ebene gefällt in die Summe (m^ -|- »»2 -|- »ig + . . .}, 
gleich wird der Summe aus den Producten der Lothe aus den 
einzelnen Puncten in die gegebenen Zahlen m^ m^m^ . . • 

Losung. Ea seien die gegebenen Puncte 
asy 1 

yi}' 
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die Ebene 










Ax 


Jf. By -^ Cz-^D 


= 


die einzelnen Lothe \ 


sind 






A 


^, + Bs, + Cz,+D 








Va' + £' + c" 


/'. ^ 




A 


X, 4- Bj/, + C!, + D 


P2, 




Ai 


Va'-j- ß"+ C 




c, + Sj-„ + Cz, + D 


P- 



Va^+B'+C ' 

Hat der gesuchte Punct die Coordinaten x, y^ z, so gilt 
für das zugehörige Loth 

Ax-irBy-^Cz-^-D _ 
Va' + B' + C 
Der Aufgabe gemäss mnas folgende G-Ieiehung Statt finden 
K + m, + m, + . . . + B..) P = 
= mtp^ + «igpjj + mapa + . . . -f m„p,, 
oder Dach Substitution obiger Wertbe 

(m, + mj + TO, H- . . . + m.) (^ai + Sj + Ci + Z)) = 
= m, (^*, + By, + Cj, + ü) 
+ oii (^«2 + jSj, + Czj + D) 



+ m. (A «. + By. + C». + D). 
Da diese Gleichung Statt finden muss, welches auch die 
Werthe von A, B, C und D aein mögen, so folgt 

^^ im, ' 

als die Coordinaten des gesuchten Punct es. 

Anmerkung. Sind »«^ nta • ■ ■ Maseentheilchen , so sind 
X, y, z die Coordinaten des Schwerpunctes des Systemes von 
Puncteii. 

Aufgabe 43. Ein Dreieck ist im Haume gegeben; man 
bestimme die Projectionen desselben. 
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Lösung, Nehmen wir vorerstan, 
eine der Dreiecksseiten liege in der 
Projectionsebene , wie AB (Fig. 4). 
Bildet man eich die Pfojection des 
Piinctes C, d. i. C, so ist /\ABC' 
die Projection vom /\ABC. Ist die 
Ebene CO'D _[.AB, so ist >« der 
Neigungswinkel der Ebene des gege- 
benen Dreieckes mit der Projections- 
ebene. 

CD^AB, CDS- AB, 
l\ABC=^AB . CD, 
/\ABC'=iAB . CD 

= ^AB . CD . cosK, 
demnach 

A AB 0= A AB C . coa k. 
Ist keine Seite dea Dreieckes parallel mit der Projections- 
ebene, so lässt sich in diesem Falle doch denken, dass eine 
Fig. 5. 





Spitze in deiselben liegt (Fig. 5). Nehmen wir an, die verlän- 
gerte Dreieckaebene schneide die Projectionsebene in der Linie 
CD, so sind A' CD und B' CD beziehungsweise die Projectionen 
der Dreiecke ACD und BCD; A' B' C ist dann offenbar die 
Projection des Dreieckes ABC. 

A'CD = ADC . cosß 

B' CD = BPD . cos« 

'Ä^D — B- CD = (AD C- BCD) cos a, 
16* 
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also wieder 

/\A'B'C = A^-SC. cos*. 
Zusatz, Hat man irgend ein ebenes Polygon von der 
Fläche P, und nennen wir die Dreiecke, in die sich dasselbe 
zerlegen läsaf, Pi> Pa» Pa» ■ ■ ■ ?*■' 

die diesen entsprechenden Projectionen 

?, . 7a. qa, ■ ■ • q.y 
so folgt nach dem Früheren 

li ^^ Pi ^^^ ^ 
?2 = Pi cos« 



g„ ^ p. C08 a 
und Q = P.cosa, 
yio Q = gi -\- q^ -^ . . . -|- y, die Projection von P bezeichnet. 
Es gilt also derselbe Safz, wie er für die Dreiecke aufge- 
stellt wm-de, auch für ein beliebiges Polygon. 

Projicirt man ein solches Polygon P auf die drei Coordina- 

ten-Ebenen, sind die Projectioneo auf xy, xz, yz P^, P^, P^, 

die Winkel, welche Pmit at/, xz, yz einschliesst, a, j3, y, so ist 

P, = Pcosa, 

Pa = PcosJB, 

P3 = Pcosy; 

daraus folgt die merkwürdige Eelation 

PI ^ PI ^ PI ^ P\ 
Aufgabe 44. Es ist ein beliebiges Polygon von der Flache 
F gegeben. Man bilde die Projectionen dieses Polygons auf die 
drei coordinirten Ebenen, projicire diese Projectionen auf die Ebene 
der gegebenen Figur neuerdinge zurück, projicire die so erhalte- 
nen Projectionen abermals auf die coordinirten Ebenen u. s. w., 
so entstehen dadurch Projectionen einer höheren Ordnung. Was 
lässt sich über die Summe der Projectionen der aM'"" Ordnung 
sagen ? 

Lösung. Bezeichnen wir die Projectionen von F auf die 
coordinirten Ebenen yz, xz, xy beziehungsweise durch P,, P,, 
F^, und die Neigungswinkel derselben mit der Ebene F durch 
a, ß, >-, so folgt 

F, = i^cosai 
F^ = P cos ß i I. 
P. = P cos vi 
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Die Projectionen der F,, F,, F, auf die Ebene F zurück, sind 
F, cos a = F G08 a* i 
F, 003(3 = FcQä^A II. 
F, cos y ^= F cos j'* I 
Projicirt man von Neuem diese drei Flächen F cos a', 
i^cosj3*, Fcosy* auf die drei Coordinatenebenen, 30 erhält man 
die Projectionen der dritten Ordnung: 

F C03 a.^, F coa a^ cos ß , F cos «* eoa y i 
F cos ß^, ^'cosa cos j3^ ^cosß'cosy > III, 
jP coa j'^, i^ cos a coa j*', i^coaß cosy^l 
demnacti sind die Projectionen der vierten Ordnung : 
F cos «S F cos «^ cos ^^, /" cos a* cos y' | 
i^ cos ß*, F cos a^ cos ß^, F cos (3^ cos y^ \ IV. 
^ cos y*, F cos a* cos y^, F coa ß* cos y^ I 
Man findet nun sehr einfach , dass die Summe der drei 
Projectionen der zweiten Ordnung, oder die Summe der neun 
Projectionen der vierlen Ordnung stets die ursprüngliche Fläche 
F gibt; allgemein lässt sich hier schliessen, dasa die Summe der 
3" Projectionen der 2«"'' Ordnung immer gleich der gegebenen 
Fläche ist. 

Aufgabe 45. Man hat zwei Ebenen, und in der ersten 
eine begrenzte Figur F; es soll die Relation gesucht werden 
zwischen dieser Figur und ihrer Projeetion in der zweiten Ebene. 
Lösung. Nennen wir den Neigungswinkel der zwei Ebe- 
nen o, die Neigungswinkel der Projectionaebene mit den Coordi- 
natenebenen yz, xz, xy beziebungaweise a, (3, y, in derselben 
Art die Neigungswinkel der die Figur enthaltende Ebene a', ß', y', 
so folgt, wenn die beiden Ebenen kurz durch I und II bezeichnet 
werden, 

_ AA' + BB' + PC 

OS (3 — ^_________ ^ ^_____^__^ . 

Nun ist 

coa (I, xy) = 

cos (I, xz) = 

cos (I , yz) = 
demnach ist 








VA 


+ B' + C' 
B 


VA 


A 


VA 


+ £."+ y.A 



cos (II, X1.i) =i ,. 

cos {II, xz) = ' 






VA'' + B- • + €■'' 



s (I, II) = cos (0 = cos (I, xy) cos (II, xy) + cos (I, iBs) cos (11, iTs) 
-j- cos (I, yz) cos {11, yz), 
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oder nach unserer angenommenen Bezeiohnungaweise 

cos o = cos a, cos a.' ■\- cos ß coa ß' -f- cos y cos y'. 

Multiplicireo wir diese Gleichung durch F, 
F. COB ta = F . coa a, cos et' -\- F . cos j3 cos ß' ■{- F , cos y cos j-'. 

Nun ist F cos g) die Projection der Figur auf der zweiten 
gegebenen Ebene, und i^'cosa', i^'cosß', Fcosy' bedeuten die 
Projectionen von F auf die Coordinatenebenen j/z, isz, xy; be- 
zeichnen wir diese Projectionen kurz der Reibe nach mit F,, F^, 
F„ 60 folgt 

i*" . cos M = i^, . cos et + /■„ . cos ß + F,. cos y, 
d. h. die Projection einer ebenen Figur auf irgend eine beliebige 
Ebene ist gleich der Summe der Projectionen derselben Figur 
auf die drei rechtwinkeligen Coordinatenebenen , multiplicirt mit 
den Cosinuaen der Neigungswinkel der ProjectioQs ebene gegen 
dieselben drei rechtwinkeligen Coordinatenebenen. 

Au%alie 46. Man soll von einem rechtwinkeligen Coordi- 
natensyetem auf ein schief winkeliges übergehen ; welche Beziehung 
besteht zwischen den Coordinaten eines Punctes für beide Systeme ? 



Fig. 6. 




Lösung. Nach Fig. 6 sei xyz das rechtwinkelige, x' y' z' 
la schiefwinkelige Äxensyatem. Für daa rechtwinkelige System 

i!n= OQ, p'= oq; 

i für Äl iy = PQ, für das schief winkel. System i^ jj/' ^=PQ', 

\z = MF, yz' = MP'. 
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zu 

Bilden wir uns von OQ'=:ai', P'Q' = i/', MP'^z' die 
Projectioiien nuf die Axen x, y und s, so folgt etwa für die 
Projectionen auf die Axe a: 

OR = w' cos (atx') , RS = y' cos (i:ey') , Q S = s' cos (xs') , 
und wegen x= OR -\~ RS + QS 

X — x' cos {xx') + y' cos {ay') -\- z' cos {xz'), 
eben so ;/ = a;' cos (j^a:') + y' coa (yy') + s' cos (j/s')) 
3 = a;' cos (s x') -f j»' coa (si/') + z' coa (a s')- 
Setzen wir 

cos(a.-a!') = a, cos()/;c') = a', cos(33;') = a", 
bOs{xy') = &, CQ^iyy') ^ &', cos (sj/') ^ &", 
cos(3:z') = c, cos (1/2') = a', cos(sz') =: c", 
so hat man 

X ^ as.' + &y' -(- es' j 

s- a":L'+ h"y'+ c"z'\ 
welches sofort die verlangten Tran sformations- Formeln sind. 

Die Consfanten a, a', a", h, . . - sind noch an die Bedin- 
gungen geknüpft: 

6* + h'^ + V"^ = l[ IL, 

sechs Constante können demnach beliebig gewählt werden. 

Znsatz 1. Soll von einem rechtwinkeligen System wieder 
auf ein rechtwinkeliges System übergegangen werden, so bemerke 



cos {a:'y') = eos (xx'] coa (xy'j -j- Cob (yx') cos (yy'i 

+ oo^{zx')oo^(zy'), 
cos {x' z') = cos {xx') coa {x z') -{- coa (y x') cos (y z') 
+ cos (z x') cos (aa")! 
cos (^'s') = cos (xy') coa (.rz*) -4- cos (yj/') cos (;/ s') 
+ cos (zy') coa (zs'l, 
und wegen > x'y' = > x'z' = >■ j^'z' = 90" folgen die Glei- 
chungen 

ah -ir a'b' -\- a"h" = Ol 
ac + a'c' + «".■" = Oilll. 
öc-f 6'c' + ö"c" = Ol 
In dem erwähnten Falle kommen also zu den Bedmgungs- 
gleichungen II. noch jene in III. hinzu, und ea bleiben nunmehi; 
nur noch drei Constante zur freien Verlugunu. 
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Zusatz 2. SoH man beim TJebergange vom recbt winke! igen 
System auf ein anderes rechtwinkeliges die neuen Coordioaten 
durch die alten ausdrücken, ao verfahre man auf folgende Art: 

Man multipticire die Gleichungen des Systemes I. der Eeihe 
nach mit a, a', a" und addire dieselben, so ergibt sieh mit Eiick- 
aicht auf die Relationen in IL und lU. x' =/(«, y, z). Auf 
ähnliche Weise bekommt man y' und z'. 
Man hat für ai' 

ax ^ a'^ x' + aby' -)- acz' 
a'y= a'^x' + a' b' y' -j- a'c'z' 
a"z = a"^ x' -\- a"b"y' -j- a"c 



ax + a'y+a"z 
hieraus folgt 



: {a^ + a'^ + a"^) x 



+ iab^a-b^ + a"b")y- 
4- (ac + a'o-^a-'c")z; 



eben so y' = bä: ■\- b' y -^ b"z, 
&' = ex -\- c'y + c"s. 

Aufgabe 47. Es soll die Entfernung eines Punctes vom 
Anfangapunct im schiefwinkeligeo Axeusystem bestimmt werden. 

Lösung, Wir können nach den vorigen Entwickelungen 
die Frage als Transformatioas-Aufgabe betrachten. 

Denken wir uns das gegebene schiefwinkelige Axenayatem 
sei auf ein rechtwinkeliges festgelegt. Nennen wir die Coordi- 
naten eines Punctes für das rechtwinkelige System xyz, für das 
schief winkelige x' y' z', und bezeichnen wir die verlangte Entfer- 
nung durch d, so folgt 

d« = ^^ + ;,= + .^ (1) 

das Quadrat det Entfernung des gegebenen Puuctea vom Ur- 
sprung, noct ausgedruckt durch die rechtwinkeiigen Coordinaten 
des Punctes. Für das achiefwinkelige System hat man jedoch 
statt X, y und z die Werthe aus I., Aufgabe 46 zu setzen, dann 
folgt 

d' = (a>:- + b,j' + czr+ (aV + 4'y'-|-«V)»+ (<."«• + »",■ + «"«')■ 
= (0> + a'^+a"")a," + {6'+6'"+O»"+(«* + «" + O2'" 
+ 2(oJ + o'6' + o"i.")a;y + 2(.o + rfo' + a"<!")'>'2' 
+ 2(ie + 6'c' + 6"i!"JJ/'i!'. 

Nun hat man nach der vorigen Aufgabe 
a^ -\- a" + a""^ = 1, 
S» + h" + i'" = I, 
«■ + 0'' + c"' = 1, 
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ah + a-h- 

ac + a'e' 

Je -h b'c- 
daher schliesslich 
d* =: ü;" -j- y" -j- s'* "1- 2x''^' cos(a'y') + 2x'z' cos {x'z') 

Denkt man sich durch den gegebenen Punct Ebenen gelegt, 
parallel zu den coordinirten Ebenen des schiefwiakeügen Systems, 
so entsteht dadurch ein schiefes, echiefwiakeliges Parallelopiped, 
wo nach obiger Formel das Quadrat der Diagonale durch die 
Seiten des Parallelopipeds und durch die Cosinuse der Winkel, 
■welche die einzelnen Seiten des Paralleloplpeds einschliesaen, 
ausgedrückt wird. 

Aufgabe 48. Es soll die Distanz zweier Punete im schief- 
winkeligen Axensystem ermittelt werden. 



ng. Es seien die gegebeneu Punete A 



Is 



und um die vorige Lösung zu benützen, denken wir uns den 
Ursprung nach A gelegt, die weiteren Coordinateoebeuen parallel 

mit den ursprünglichen, so hat man für B \j/" — p', demnach 

nach Aufgabe 47 

-}-2(a'"— a.')(s"— s')oo3(a^K) + 2(j"~/){a" — sO coa(ys). 

Aufgabe 49. Es sind die Gleichungen der Geraden und 
der Ebene für ein schief winkeliges Axensystem abzuleiten. 

Lösung. Sind die Gleichungen der Geraden für das recht- 
winkelige System , -Ml), 
* -^ ^ = ns +ßi ^ " 

so hat man für das schief winkelige nach l. , Aufgabe 46, die 
Gleichungen 

ax' + Äy' -|- es' = m(a"x' -^ b" y' -\- c" z') + t 
a'^o'+ b'y'+ e's'= n(a"a-'-i-6"2/' + e".'j + ßJ 
Diese Gleichungen selbst lassen sich auf die Form bringen 
Ax- + ßy' -I- Cs' + D = Oi 
A-a:'-]- B-y'-^ Cs'+ ^' = Ol' 
Aus diesen Gleichungen folgen durch successive Elimination 
die einfacheren Formen; 



(2). 
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welches sofort die Gleichungen der Geraden für daa schiefe Axen- 
eyatem sind. Wie leicht zu sehen, sind die Gleichungea in (3) 
mit denen in (1) der Form nach einerlei. 

Um die Gleichung der Ebene für schiefe Axen zu bestim- 
men, setzen wir in Ax + By + C2 + i> = . . . (4), 
welche Gleichung uns eine Ebene für rechtwinkelige Cooidinaten 
bezeichnen soll, statt x, y, z die mehrmals erwähnten Werthe 

(-4a + 5a'-f Ca")x' -\- {Äh ^ BV -^ Ch")y' 

J^{Ac + Bc'-\- Cc") z' + D = Q.. .(5), 
oder der Form nach A'x' + B'y' + C's' + ZJ = . . . (6). 
Die Gestalt der Gleichung der Ebene ist also für jedes Axen- 
sy Stern dieselbe, 

Aufgabe 50. Die Gieichung einer Ebene für rechtwinkelige 
Axen sei gegeben Ax + By -\-- C z -{- D "= ^ ■ • • (1) ! 
ein anderes rechtwinkeliges System, welches mit dem erstgenann- 
ten denselben Ursprung hat, ist seiner Lage nach durch die 
Winkel xx\ yx', zx', xy\ yy', zy', xz', yz', zz' bestimmt. Wie 
heisst die Gleichung der Ebene für dieses neue System ? 

Lösung, Die Gleichung (1) auf das neue System transfor- 
mirt, gibt die Form 

A'x-^B'y+ C'z-\- D==i) . . . (2) (nach Aufg, 49). 
Nennen wir wie früher 

coe {xx') = a, cos {yx') = a', cos [zx') = a", 

cos (ü3 y') = h, cos {y y') ^= h\ cos {z y') = b'', 

cos (aü z') = ö , cos (y z') = c', cos (« z') = c", 

wo bei der Wahl von a, a', a", . . . noch die Bedingungen 

massgebend sind: 

ß' + a'= + a'"' 3= 1, ab -\- a'b' + a" b" = 0, 
b^ + 6" + t"* = 1, IC + a'e' + a"c" = 0, 

c" 4. c'* + c"" ^ i. hc -\- b'e' + b"o" = 0. 

Man hat dann für die Berechnung der Grössen A' B' C 
(nach Aufg. 49, Gl. 5) 

A' = Aa + Ba' + Ca", 
B' = Ab -\- Bb' -\- Cb", 
C = ^ ö + -B C + Cc", 
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Zweiter Abschnitt, 

Aufgaben über die Flächen. 



a) Kugelfläche. 

Aufgabe Sl. Jjie Gleicbung einer Kugelfiäehe 
<c^ + J/'* -f 3" + 2aa; 4- 26y + 2es + d = . . . (1) 
ist gegeben; es ist die Lage des Mittelpunctea anzugeben, so wie 
die Länge des Halbmeasecs. 

Lösung. Sind die Coordioaten des MitteJpunctes a., (3, y, 
und bezeichnen wir den Halbmeaaer durch r, so ist die Gleichung 
der Kugelfläche (x — a.)^ -{- (y — ß)^--}- (3 — 7)* = '■* odev 
i«' + */M-s^-2«fl!-2|!y — 2y^ + a^ + |3^+y'-r'=0...(2) 

Durch Identificiren der Gleichungen (1) und (2) folgt 

a = — a, |3 = — &, y^—Ji , 

und a^ -\- ß"^ -{- y^ — r' = d oder r = ]/a' -\- b^ +0^'— d. 

So ist z. B. für K^ + y^ + a* — 2a; + 6y ~ lös = 13 
a =- 1, p = — 3, y = 5, T = T; 
für ic" 4- ^» + j^ + 4y — 22 4- 10 = folgt __ 
a = 0, ß = — 2, y = l, r = l/-5. 

Da r imaginär ist, hat die vorgelegte Gleichung keine geo- 
metrische Bedeutung. 

Aufgabe 52. Es seien n Puncte gegeben; es soll jener 
Punct bestimmt werden, auf dass die Summe der Quadrate der 
Entfernungen desselbeo von den gegebenen Puocten einem gege- 
henen Quadrate, etwa a", gleich werde. 

Lösung. Ea seien die gegebenen Puncte 



y' 

Die Coordinaten des fraglichen Punctes seien i 



man 
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IX- 

+ (X- 

+ ■ ■ 



x'V + in- 
»!'")■ + (9- 



-9')' + ^'-A' 

-,"]' + {z-z'V 
-»■")' + (.z-z"'f 



oder 

a^^ + 9^ + 2^ - 
„ .•+■■•+■■■■+. 



.'+," + »•" + ... 



Diess ist die Gleichung des geauchten Ortes, der demnach 

eine Kugelfläche ist. 

Diese Gleichung läset sich etwas einfacher achreiben : 

.« + ,. ^_ ,. _ s^.„ _ ^.s, _im.. 

+ \ lS{x") + Sdi") + Z(2'>) - «'] = 0. 
Welche sind die Coordinaten des Mittelpunctes dieser Ku- 
gel, und wie gross ist der Kadius? 

Aufgabe 53. Es soll die Gleichung der Tangentialebene 
für die Kugelfläcbe angegeben werden , wenn der Berübrungs- 
punct gegeben ist. 

Lösung. Es sei die Kugelfläche durch die Gleichung 

(x-a.r + (y-ß)^ + C^-r)' = r' . . ■ (1) 
gegeben, der Berührungspunct habe die Coordinaten x' y' z', die 
gesuchte Ebene wird die Gleichung haben 

A{x-x') + B(y-y-) + G{z-z-) = ... (2) 
Da aber diese Ebene am Radius, der zu cc' y' z' gezogen 
werden kann, senkrecht sein muss, so ist wegen 

:::;:g:::i™ 



Diese Quotienten in (2) subatitmrt, folgt 

(a:'-cc)(a;_3;0 + (j/'-|3){j/-y') + {j'-y)(5-2') = O . . .(4) 
Um ferner noch auszudrücken, dass der Punct x' y' s' in 

der Kugelfläche liegt, muss die Gleichung bestehen 

(a^'-a)' + (y'~-^)^ + (^'-y)" = r» . . . (5) 
Die Gleichungen (4) und (5) addirt, und es ist für die 

Gleichung der Tangentialebene 

(cc'-a)(a?-«) + fe'-|3)(y-(3) + {2'-j.)(^-j-) = r^ ... (6) 



yGoosle 



253 

Fällt der Mittelpunct der Kugel mit dem Coordinaten- 
Anfang zusammen, so ist t» = |3 = y = 0, demnach die GleicliUDg 
der Tangentialebene xx' -{- yy' ■\- zz' = r^. 

Aufgabe 34. Eine Kugelßäclie sei gegeben und eine Ebene; 
es soll an die Kugelfläohe eine tangirende Ebene gelegt werden, 
welche mit der gegebenen Ebene parallel ist, 

Lösung. Die Kugelfläche sei gegeben durch 

(^_«)a + (j_j3)i-f (^_^)a = ;.» ... (1) 
die Ebene Ax ^ By + Cz -\- D = Ü . . . . (2) 

Nennen wir den noch unbekannten Berührangapunot at' y' z', 
so ist die Gleichung der Tangentialebene 

(x'-a)(;B~a) + (y-i3)(</-,5) + {s'-)/)(j-;') = r» • ■ ■ (3) 
oder 
(:i' — (x)x -1- {y'—^)y -|- (s'-/)^ — 

~ [(^'-=t) » + (2/'-|3) 13 + (z'-y) y + ^»] = . . . (4) 

Soll die Ebene (4) mit (2) parallel sein, so muss 



Daraus folgen die Gleichungen 



(6) 

m 



Verbindet man diese Gleichungen noch mit 

80 lassen sich aus diesen drei Gleichungen die Wenhe von x' y' z 
rechnen. 

Aus (5) folgt ^' — ß = (x' — «) . |, 



, (6) , 
id somit aus (7) 

ebenso y' 




» + ^' , 


' VA- + B-+C-- 



' Va' + B' + (71 

Also sind wegen der doppelten Werthe von x' y' a' awei Tan- 
gentialebenen, welche der Aufgabe genügen. 

Aufgabe 55. Durch eine gegebene Gerade eine Tangen- 
tialebene an die Kugelfläohe zu legen. 
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Lösung. Die Kugelfläche sei 

(!-«)■ + (y-ß)" + (=- 
Gerade 

« = <•■! + ml 
y = S. + « i 



-y)' ■- 



(*) 



. . . ■ (2) 

die Tangentialebene wird die Gleichung haben 

Ax + B;/ + Cz + D = . . . . (3) 
Damit die Kbene (3) durch (2) gehe, müeaen (Aulgabe 12) 
die Gleichungen bestehen : 

Aa + Bb + C 

Am + Bn +D 

Da es eieh zunächst nur um die Beriihrungspnncfe in der 

Kugelfläche bandeln tann, so nebmen wir für einen Augenblick 

an, sie seien a:' jf' z', dann bann man für Gleichung (3) sehreiben 

(«' — a)(j! — a) + (J('— |3)(y — P) + (ü' — r) (2 - /) = •■'. 
daher A = m' — a, 
B=y--ß, 

ß = - [(«■-.) « + if-ß) ß + if'-r) r + <■']• 

Man bat daher statt der Gleichungen (4) 

(«'-»)«+ (y-P)J + (j'-y) = . . . (5) 
(«'-«)«> + (j'-ß)n — 

- [(*•-«)« + (;,' — P)P + (s'-y)y + >''] = ... (6) 
Die Beriihrunga - Coordinaten ergeben sich sofort aus den Glei- 
chungen 

(»'-.)« + (j'—BS + (»'— 7) = 1 

(»■'-») (m-») + (y-ß)(»-|3) - l.<:'-r)y = r' . . . (7) 
(»■' — »)' + (j'— ß)' + (i'-y)' = r' I 

Wie man leicht sieht, sind wieder zwei Eerührungspuncte 
möglieb, und demnach auch zwei Tangentialebenen, was mit der 
Natur der Sache übereinstimmt. 

Bei welcher besonderen Lage der Geraden (2) wird es un- 
möglich sein, eine tangirende Ebene an die Kugel zu legen? 

Aufgabe 56. Welche ist die geometrische Bedeutung der 
Summe oder Differenz der Gleichungen zweier Kugelflächen? 

Lösung. Es seien die Kugelflächen durch die Gleichungen 
gegeben : 



(r.-^a)' + ^s — ß)' + (s— )■)' = > 
(«-»■)»+ (s-ß')'+ {'-/)'= < 



(1) 
(2) 
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Die Summe dieser Gieichungen ist 
2«> + 2j,' + 22»_ 2(» + «').<'-- 2(|3 + ß')y - afr + Zis + 

+ [«> + ß' + f+ »■" + ß" + /■ - ," - ,■•] = 0. 

Nennen wir den eckig eingeklammerten Ausdruck etwa M, 
80 kommt man auf die Gleichung 

Es ist für sich klar, dass diese Gleichung eine Kugelfläche 
repräsentirt , für welche sich nach Aufgabe 51 die Coordlnaten 
des Mittelpunctea und der Radius rechnen lassen. 

Die Differenz der Gleichungen (1) und (2) gebildet, 
C(*'-a)i + (ß' — ß)p + (y'~Y) z + 

+ i[a' + ß' + r^ - "'' - ß'^-y'^ - ^* + »■'*] = 0. 

Diess ist offenbar die Gleichung einer Ebene, welche auf 
der Centrallinie 

ix — a. ~ y _j, '■^ ~ y> 

senkrecht steht Diese Ebene ist die sogenannte Collineationa- 
ebene der beiden Kugelflächen. 

Aufgabe 57. Vier Kugelfläehen seien gegeben; man soll 
eine fünfte Kugelfläche bestimmen, welche die gegebenen berührt. 
Lösung. Es seien die Gleichungen der gegebenen Kugel- 
flächen 

ix - «»)» + (;/ — i3i)' + (^ - ?,)' = 
(* ~ «^)« -I- (y - ß^)^ 4- (2 — Y^y = 

(^ - a,)^ + (y - ßa)^ + (2 - n)' = ^l I 
i^ - a,)^ + (y — i3,)^ + (^ - yj^ = 
Die Gleichung der gesuchten Kugelfläche sei 

(« — af + (y-ß)" + (.z-yr = R\ 
Nehmen wir an, um einen bestimmten Fall vor Augen zu 
haben, es handle sich durchaus nur um eine äussere Berührung, 
80 bekommen wir zur Beetimmung der Grössen a, ß, y und R 
die Gleichungen : 

(«-«,)= + (ß — ßi)^ + iy — y,Y = (/; + »',)=' ..■(!) 
(« - a,)= 4- (ß — ß,)ä -V (y- y^)' = C-S + »-t)^ • - • <2) 
(a — aj)" + (ß — ß^)" + (y — y^)" = (S + r^)^ . . . (3) 
(« — a»)" -h (ß — PJ^ + (y — y*)* = Ci2 + »-4)' ... (4) 
Ziehen wir nach einander die Gleichungen (2), (3) und (4) 
von Gleichung (1) ab, so ist 
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(«,-«,). + (ß,—|3,)|3 + fr, 
(a, -«,)« + (|3, — |3,)ß + (y, 
(a,— »i)« + <|3,-|3,)ß + (y, 
hierbei ist 


— J-, )!' = (■■, -•■2) -S + Ü^i- --(S) 

— }.,).. = (f,—f,)Ä + », . . .(6) 

— 1',))' = (<■,— fJ-K + M, . . ■ (?) 


*. = iK-'-:-<- 

Lciat man die Gleichung 


- ß; - j-; + »; + p; + >■,"]. 
-ß;-7; + .; + K + ,;], 
- 13; - 7; + »: + c: + !■:]■ 

:en (5), (6), (7), da sie bezüglich 



der GrÖaeen «, ß, y vom ersten Grade sind, nach diesen Unbe- 
kannten auf, die offenbar durch R ausgedrüclit erscheinen wer- 
den, und setzt die ao erhaltenen Resultate in eine der Gleichun- 
gen (1), (2), (3), (4), 80 ergibt sich eine Gleichung für R, wel- 
ches sofort daraus bestimmt werden kann. 

b) Cylinderflächen. 

Erklärung, Ist eine Curve im Baume durch ihre Glei- 
chungen gegi 



und läset man an dieser Leitlinie (I)'eine Gerade (Erzeugende) 

80 fortgleiten, dass sie beständig dieselbe Richtung beibehält, so 
wird die auf diese Art erzeugte Fläche eine Cylinderfläcbe 
genannt, 

Um auszudrücken, dass die Linie (2J mit der Linie (1) ei- 
nen Punct gemeinschaftlich bat, müssen die Coordinaten eines 
Punctea der Linie (I) auch die Gleichungen (2) befriedigen ; diess 
führt, da a und b constante Grössen sind, offenbar auf eine Re- 
lation zwischen a und ß , das sind jene Grössen , die aicb fort- 
während ändern. Man erhält also 

/(c*, p) = (3) 

ein Zusammenhang zwischen a und p, der für jede besondere 
Lage der Erzeugenden bestehen musa. Eliminirt man aus den 
Gleichungen (2) und (3) die Grössen a und ß, so bekommt man 
/(« — aa, y — bz) ^ , d. i, eine Relation, die für alle möglieben 
Lagen der Erzeugenden gilt, also die Gleichung der Cylinder- 
fläcbe vorstellt. 
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Aufgabe 5S. Es sei als Leitlinie ein in der Ebene xy 
liegender Kreis und die Richtung der Erzeugungslinie gegeben; 
man auche die Gleichung der Cytinderfläche. 

Lösung, te-p)' + (y-qV = r'j ^^^ j^^.^j.^.^^ 

y - s" I ßl <'> Erzeugende, 
Eliminirt man aus den Gleichungen (1) und (2) x, y, z, 
ao folgt <a— i?)* + (i3 — <7)^ = «■" . . . ■ (3) 

Aus i%) und (3) » und |3 eliminirt, folgt für die Gleichung 
der Cylinderfläche 

ix~az—pf + (y — hz — q)^ = s-*. 
Aufgabe 59. Die Leitituie sei eine in der Ebene xy lie- 
gende Kegelechnitlslinie. 
Lösung. 
A.' + 5.J, + Cy= + J5. + £j + ^ = j L,i„i„i,_ 

X = as -^ oti „ , 

y = h. + ^\ ^'^^"^'""^'^ 
/(a, ß) = Ao.' + Ba^ß + Cß' + De* + ^J3 + F^ 
Cylinderfläche, 
A(.v — azy + Ii(x~az)(y-hy) + C(y~bz)' 

+ ö(x — as) + E(y — bz) -\- F =0 
oder 

— l,Ba + -lGb)yz + Ba:y ~ {Da + Eb) z -^^ Ey -\- Dx -\- F = Q. 
Man behandle noch folgende Fälle: 
I. Eine Ellipse, deren Ebene parallel zur xz ist, mit dem Mit- 
telpuncte in der !/-Axe, die Axen a und b beziehungsweise pa- 
rallel mit der x und z-Axe diene ala Leitlinie; wie heisst die 
Gleichung der Cylinderfläche, welche entsteht, wenn eine Gerade 
parallel zu sich selbst an der gegebenen Ellipse fortgleitet? 

Man hat — , + n = 1 r - i- - 
"' > Leitlmie, 

y = d\ 

X =^ Ay ■\' ai n T • • 

. = 4 + p> °™°^ '°"' 

6«W<! + ,.)» + o'(B<i + P)' = «.'l' ■ ■ ■ /(■«. P) = 0. 
l'\_Mji~y-> + i:Y + o>[B (<!-») + «]• = «H' 
die Gleichung der verlangten Cylinderfläche. 

Habetl, Bdspielsamml. aus der analyt. Geometria. 17 
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IL Man habe als Leitlinie eine Parabel 



y^ =p(x — d) ) 



, die 



Erzeugende sei parallel mit der t/z, hat also die Gleichungen 

1/ = A^ ■}- ai 

x = ß f' 

piß — d) = (Aä + a.)^ . . . /Ca, ß) = 0, 

p(.r — (?) = lA(ä~z) + t/y. 

III. Man habe als Leitlinie eine Hiperbel 

^ ^__]^| _ a; = Äz 4- a. I 

o' 6' > , die erzeugende Gerade _ 1 ^ f j 

z = m] y = Bz + ß) 

b^iÄm + a)" — a^(Bm + J3)» = a'i' . . . /(a, |3) = 0, 

Aufgabe 00. Eine Kugelfläche ist gegeben und die Rich- 
tung der Erzeugungslinie! man soll die Gleichung des Cylinders 
finden, der um die gegebene Kugelfläche beschrieben werden kann, 

Lösung. Die Kugelfläche sei 

«' + y' + s' = '■' (1) 

die Richtung der Erzeugenden sei gegeben durch die Gleichungeti 
a; = az 4- « I 
y = b. + ß\ <2)- 

Bedenkt man, dass die Berübrungsebene an den geBuehten 
Cylinder auch gleichzeitig eine Bertthrungsebene für die Kugel 
ist, und diese in einem Puncte die Leitlinie des Cylinders be- 
rührt, eo wird, wenn d y" z die Coordinaten eines solchen Fundes 
der Leitlinie sind, die Gleichung der Tangentialebene an diesen 
Punct sein (cx -\- yy -\- zs = r^ . . . . (3) 
und da (3) mit (2) parallel sein musa, so findet die Bedingungs- 
gleichung Slaft a-c' -I- 6/ -f- 3 = (4) 

Diese Gleichung, verbunden mit 

x'" + y"" + f^^T^ (5) 

gibt uns die nöthige Relation für a:' y z\ d. i, für die Puncte der 
Leitlinie- 

Nun stellt die Gleichung (4) eine durch den Ursprung ge- 
hende Ebene vor, was demnach zeigt, daas die BerOhrungscurve 
ein gröaster Kreis der Kugel ist; auch sieht man leicht, dass 
diese Ebene auf der Erzeugungslinie (2) senkrecht steht. 

_ ,. . .,,. . ix'^ -\r y^ -\- z^ ^^ r^ ■ . ■ (1) 

Da nun die Leitlmie i ■ , , ^ ,«, 

t ax -]- oy -\- z = . ■ ■ (2) 

bekannt ist, so wird durch Verbindung der Gleichungen (1), (2) 
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und 

y = 

können. 



a* + 6' + 1 ' 



Es folgt aus (2) und (3) | y = '"n^^ |f« +°/° 

„ _ ai^ + bß 



diese Werthe in <1) subatituirt, führen zur BedingungagleichuDg 
Fia, (3) = (S*-f 1) ** 4- (ß'+lJ 13« — 2 a6ctp - )-»(a*+6*+l) = 0, 

oder wegen |" ~ ?^' 

— 2ahxy — 2axz — 2bT/z = »•'(«* 4" ^^ + 1) 
als die Gleichung des der Kugel umschriebenen Cylinders. 

Aufgabe 61. Eine Gleichung zwischen den Coordinaten 
X, y, B ist gegeben; man untersuche, ob diese Gleichung eine 
Cyliderfläch'e aüsdrüctt. 

Lösung. Soll die gegebene Fläche eineCylinderfläche sein, 
so muBs sich ihre Gleichung auf die Form f{x — az, y — ht) =■ 
bringen lassen. 

Um diess zu entscheiden, selzen wir x — az^a., y — ös = ß 
d, i. ,a.'==as-4T et, !/ = S3+|3 in die gegebene Gleichung, so 
wird das Subetitutions - Resultat von der Form sein 
A^ -^ Ä^z -\- A^z"" + . . . = 0, 
wo A^ nur eine Function von a und |3 sein kann, während die 
Coefficienten Ä^ Ä^ . . . ausser « und /3 noch im Allgemeinen 
die Grössen a und 6 enthalten. Lässt sieh für a und h ein Paar 
constanter, reeller Werthe finden, wodurch Ä^ = 0, ^4^'^ 0, . . . 
wird, so stellt die gegebene Gleichung eine CylinderflUche vor. 

Es wäre z. B. gegeben 
as^ -^ y* — 7s' — Si'a + Zy^z + 12a?s^ + S^s" 

+ a: + y — E + 1=0; 
ftir m, az-^-fx und für y, 62 + (3 gesetzt, folgt 

A^ -f Ä^z + A^z^ + ^flä' = 0, 
wobei 

^ = »' + ^^ + « + |3 + 1, 

A^ = Saa" H- a&ß" — 6«* + 3ß2 + o + 6 + 1, 
A^ = 3a*a + Sb^'ß — 12aM + Gbß + 12a -f- 3|3, 
^, = «3^6" — 6a' + 36* -1- 12ct -1-36 — 7. 
17* 
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Um jene Werthe von a und b zu finden, wofür die Poly- 
nome -4,, A^, A^ verschwinden, berüoksiclitige man, daes für 
^2 = die Gleichung sich ergibt 

a(a-2)' + (3 (& + !)'' = 0, 
für ^3 = 0, '(«—2)3 -)- (Ä+D* = 0; 

beiden Gleichungen wird gleichzeitig genügt für a = 2 und 
h^ — 1. Für diese Werthe verschwindet aber auch der Coeffi- 
cient A^ , wornach die vorgelegte Gleichung wirklich eine Cylin- 
derfläche vorstellt. 

c) Eegelflächen. 

Erklärung. Die Kegelfläche entsteht dadurch, dasa eine 

Gerade (Erzeugende) durch einen fixen Punct («' y z) geht, und 

F(x, V, 2) =0) 
gleichzeitig an einer gegebenen Curve , ^ .[ , . . (1) 

fortgleitef. Die Gleichungen der erzeugenden Geraden werden 

demnach sein , , ; ,, t (2) 

Soll die Gerade (2) mit der Curve (1) stets einen Punct 
gemeinschaftlich haben, so müssen die Coordinalen dieses Punctes 
den Gleichungen (1) und (2) genügen. Diess führt naturgemäss 
suf eine Bedingungagleichung zwischen a und b, nämlich 

<p{ü,b)=0 (3) 

Diese Gleichung muss für jede besondere Lage der Erzeu- 
genden Statt finden. Um daraus die Gleichung der Kegelfläche 
selbst abzuleiten, eliminire man aus den Gleichungen (2) und (3) 
die Grössen a und b, so erhält man 

als die allgemeine Gleichung einer Kegelfläche. 

Aufgabe 62. Es eei die Gleichung dee schiefen kreisför- 
migen Kegels aufzustellen. 

Lösung. Nehmen wir den Kreis in der Ebene ^y lie- 
gend, so haben wir für 

die Leitlinie (x — p)* -|- (y — 5)' = r' 1 

z = l • • ■ • ^'' 

die Erzeugende ^ — '^ = ^'f^^U . _ . . (gj 
y ~ y = b(z — z)i 
Es fijlgt 
^(a,b) = {x —az —ff 4- (y' — Je — 9)* — r' = 0, 



yGoosle 



261 

und für die Gleichung der Kegelfläclie 

+ [(y-?)(s-2')-(2'-/)^T = r^(z-zY . ._. (3) 

Liegt die Spitze des Kegels iu der z-Axe, ao ist ä' = Ot 
y ^0, und demnach' geht (3) über in 

[p (2-o') + ^/]' + [,(2-z') + y.']' = r' (..-»■)' ... (4) 

Kommt überdiesa noch der Mittelpunct des gegebenen Krei- 
ses in den Anfangapnnct, so ist auch p^=0, $ = 0, und dem- 
gemäss die Gleichung der Kegelfläche für diesen ganz epecielien 
Fall x'z'^ + y^z^ = r=(3 — z')*. 

Aufgabe 63. Um eine Kugel soll eine Kegelfläche beschrie- 
ben werden, deren Spitze sich im Ursprünge befindet. 

Lösung, Es sei die Gleichung der Kugelfläche 

(o;-«)^ + (y-ß)^ + (s -/)'' = r" ... (1) 

Bedenkt man, dasa eine durch den ürspruog gehende Tan- 
gentialebene die Kugelfläche gerade in einem Puncte der noch 
fraglichen Leitlinie der Kegelfläche beröhren muss, ao wird durch 
die sämmtlichen Tangentialebenen die erwähnte Leitlinie erzeugt. 

Sind die Berühruaga-Coordioaten der tangirenden Ebene 
auf der Kugelfläche überhaupt d y s', so ist nach Aufg. 53 
(*~«)(a:'-a) + (j/-(3) fy'-ß) + {z-i){z—y) = t\ 

Soll diese Ebene durch den Ursprung gehen, alao die vor- 
liegende Gleichung für a! = 0, 2/=0, s^O identisch werden, so 
folgt zwischen a: y e die Gleichung 

a (*■'-«) -f 13 (/-ß) + n^'~y) = — r\ 

Diese Relation in x y z bezeichnet eine Ebene, durch welche 
die Kugel in der verlangten Leitlinie geschnitten wird. Wir 
wollen sie auf die Form bringen 

«^' -h lay -H ys' = ä" - r« . . ■ ■ (2) 

wobei «* = »^ -|- j3* -|- j^^ 

Für (^'-a)' 4- (/-ßP 4- K^-if = ^'_ 
lässt sich nach derselbön Bemerkung und mit Rücksicht auf Glei- 
chung (2) schreiben 

^^ 4- /* -l- ^'^ = ä' — v\ 

Die Accente weglassend, haben wir für die eu bestimmende 

««+>y + ,2 = ," - .'I j^^ 

»' + y' + z' = »' — '■ ' 

~ j Erzeugende. 
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Eb folgt durch Elimination von x, y, z aus den vier vor- 
sfehenden Gleichungen 

<p (a, b) = («^ -I- 6' + 1) (B^ - T^) - (a» + Jp + y)* = 0, 
oder für a=;-, 6 = - geaelzt, folgt für die verlangte Kegel- 
fläche die Gleichung 

{x^ + j' + z^) (fi^ ~ r^) - {«^ + ßy-\- y^)' = 0. 
Man behandle noch folgende Fälle : 

I. Man formire die Gleichung des Bfhiefen, elliptischea Kegels. 

(jS y2 _L i)i^^ T=: a^h^) _ ... . 
■^ ' n ( Leitlinie, 

üj — x ^ A(z — z')) ,-, j 

, „, ,[} fcirzeusende, 

y — y = Biz — z)) 

x y z sind die Coordinaten der Kegelspifze, 

Q?[y' ~Bz)^'\-}y'{a- — Az)^ = a^b^ . . .f{A,B) = % 

a'iy'z — yzY + h'^ {x s — x z)"" = a'b^(z — zy 

die Gleichung der gewünschten Kegelfläche. 

Verlegt man die Spitze in die z-Axe, setzt also ai' = 0, 

)/' = 0, so kommt 

,v + *=-= = ■.'*>. <=^, 

iarz' = oo, a^y^-\-b^x^ = a'b\ 

II. Man formire die Gleichung dea schiefen hiperbolischen 
Kegels. 



a^y^ 



Leitlinie, 



= - a'b' . . . /(A, B) = 0; 
für die Gleichung der Kegelflüche hat man 

Verlegt man die Spitze des Kegels in den Ursprung, so ist 
x'^0, y' = 0, z' = 0, und man hat 

a y — (i-^aja = . s'. 

Setzt man in (1) m = 0, so folgt genau die Gleichung der 
Kegelfläche, die bereits in I. erhalten wurde, wo nur — 6* alatt b^ 
gesetzt ist. 
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III. Es sei noch o*(j/- 

und X y z die Spitze des Kegels, 

a^(Bm~qy + b^Am-pT = aH^ . . . f^Ä, B). 
Man findet för die fragliche Gleichung des Kegels 
a^(my — qzy + 6^(ma; — ps)* = «"6* . s'. 
Verlegt man den Mittelpnnct der Ellipse in die a-Axe, so 
folgt wegen p = q = 0, 

a*y* + b^x^ = ^ . z\ 
Aufgabe 64. Eine Gleichung zwischen den Coordinaten 
von Puncten ist gegeben; man untersuche, ob diese Gleichung 
eine Kegelfläche ausdrückt. 

Lösung. Wir haben für die Gleichung einer Kegelfläche 
überhaupt aufgestellt 

»(S'. S-) = <' « 

wo X y z die Coordinaten der Kegelspitze bezeichnen. Denken 
wir uns den Ursprung des Coordinaten Systems in die Spitze ver- 
legt, die neuen Axen mögen parallel zu den früheren sein, so 
geht die Gleichung (1) über in 

».ß, !)-0 (2) 

welche Gleichung in Beziehung auf x, y, z homogen ist. 

Setzen wir daher in (1) x-\-x', y + y', z-\~z' statt x, y, s, 
so wird die jetzt erhaltene Gleichung in allen Coefficienten , mit 
Ausnahme jener, die bei den höchsten Potenzen von x, y, z vor- 
kommen, die Grössen x y z im Allgemeinen enthalten. Setzen 
wir n an jene Coefficienten, die sc y z in der ersten Potenz ha- 
ben, gleich Null, und bestimmen x' y z, ao werden diese Grössen 
nofhwendig reell sein; und sind sie gleichzeitig von der Beschaf- 
fenheit, dass sie auch alle übrigen Coefficienten der Gleichung 
annulliren, so, dass nur die Glieder mit den höchsten Potenzen 
übrig bleiben, so drückt die vorgelegte Gleichung eine Kegel- 
fläche aus. 

Man hat beispielsweise fiir x^-\-y^ — ne^'\-^mnz — nm^^^^O 
(x +«■)' + (!, + !,> _ „ (s, + zy + 2™» (z + =,') - «>»= - 0, 
"' +</ — »«' + 2s!'.i +2j'.s — 2n(z'— «.)« 

+ «!' + s'»— iis'' + 2mnz — nm' = 0, 
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2a;' = . . . x' = 0, 

2y' = . . . y = 0, 

z — m = . . . z =■ m, 

»2 4- yi = ns^ _ _ _ ^g^ y^ ^ 

Die vorgelsgte Gleichung repräsentirt demnacli eine Kegelfläche. 

d) Rotationsflächen. 

Erkärung. Dreht sich eine Curve von einfacher oder 
doppelter Krümmung derart um eine gegebene Gerade als Dre- 
hungsaxe, daas jeder Punot der Curve bei der Drehung einen 
Kreis beschreibt , dessen Ebene senkrecht auf der Drehnngsaxe 
ist, so wird auf diese Weise eine Rotalions- oder Umdrebungs- 
fläche erzeugt. 

Jede Ebene, die sonach senkrecht auf die Äxe geführt wird, 
achneidet die Drehungsfläche in einer Kreislinie, die man wieder 
durch den Durchschnitt einer Ebene mit einer Kugelfläche eich 
entstanden denken kann. 

Ist a, ß, y ein ganz beliebiger Punct der Axe, SO sind ihre 
Gleichungen x — o. = a(z — y)\ . . 

y - ß = b{z-y)i ^'^- 

Nehmen wir diesen Punct aßj' zum Mittelpunct einer Ku- 
gel, deren Radius die Entfernung des eben genannten Punctes 
von jenem Puncte der gegebenen Curve ist, durch welchen die 
schneidende Ebene gelegt wird, so bat man, wenn dieser verän- 
derliche Durchmesser mit 2r bezeichnet wird, für die Kugelfläcbe 
die Gleichung 

(x-^)^ + (y^ßr + (z-yy = r' ■ • • (2) 
Die durch denselben Punct der Curve auf die Axe senkrecht 
geführte Ebene hat die Gleichung 

ax + by + z = d (3) 

wobei wieder d von jenem Puncte der Curve abhängt, durch den 
die Ebene gelegt wird. Man hat demnach für die entstehende 
Kreislinie als Schnittfigur die Gleichungen 

(^ _ «). + (j, _ ßY + (. _ j,)^ = r^. 

ax + by + !'. = d i ^ '' 

Um nun auszudrücken, dass diese Kreislinie die gegebene 
„ F(x, y, z) = Ol 

schneidet, müssen die Gleichungen in (4) und (5) gleichzeitig 
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bestehen, was aber nothwendig auf eine Bedingung3gleichui;g 
zwischen t und ä führt, nämlich 

i = lif) . ^ (6) 

Um sich unabhängig zu machen von jedem speciellen Schnilf, 
BO hat man aus (4) und (6) die Grössen d und r zu eliminiren, 
Tvodurch man 

ax + 6y + ^ =/[(-c-«)* + (y-;5)2 + (ä-y)»] 
als die allgemeine Gleichung der Rotationsflächen erhält. 

Nimmt man eine der drei Coordinatenaxen zur Rotationsaxe, 
z. E, die «-Axe, so geht das System (4) über in 

'^^ + ;/" = »■* J 

z = dS' 

also ist die Gleichung der Rotationsfläche 

2 = 9 (x" + y^). 

Aufgabe 65, Eine gerade Linie X /j ( ^^^ ^^' gege- 
ben; man suche die Gleichung der Rotationsfläche, welche ent- 
Bteht durch Umdrehung der Geraden (1) um die Axe s. 

Lösung. X =^ a: 



, = i« + f 

. + y- = ,= 



(1) erzeugende Corre, 

(2) Kreislinie , deren Ebene 



senkrecht ist auf der s-Axe. 

Aus (1) und (2) x, y, z eliralnirt, folgt 

(ad^aY + (fi <; -I- 13)'' = r« . . . . (3) 
In (3) statt d und r" die Werthe aus (2) gesetzt, erhält man 

als die Gleichung der verlangten Rotationsfläche. 

Aufgabe 66. Ein in der Ebene 9!z liegender Kreis drehe 
sich um die Axe der x; man gebe die Gleichung der Rotations- 



Lösung. [,x—p)^-\-{z — q)^-- 


= R' 


1 0) ei 


:zeog 


en 




y- 


= 










•/ + "' 


= J.2 


j,2,, 






a = d, s = 


= ±r in (1) gesetzt, 












^d-fy + (±f- 


■?)' = 


= n' 


und 




(^« + y- 


i + z=) T 2»)/y'+i!' - 


-2p» 


+ r 


■ + 


l' 


igt die Gleichung der Eotationsflächi 










Kür < 


; = folgt («-rt'+y" 


+ '' 


= iJ' 
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Aufgabe 61. In der Ebene ley liege eine Hiperbel, mit 

dem Mittelpunct im Ursprung, die reelle Axe in der Richtung 
der X, die imaginäre Axe in der Richtung der y. Diese Hiperbel 
drehe sich a) um die ir-Axe und b) um die y-Axe; welche sind 
die Gleichungen der entstehenden Rotationsflächen? 
Lösung, a^y'^ — b'^x^ ^ — c^h- 
z = 



X = d '. 
Es folgt für a) j| — |^ — ^ = ], 

Aufgabe 68. Die Curve z^ = ^ ■ -'_ -■ 



(1) erzeugende Curve, 
12). 



rotire um die x-Axe; 



man suche die Gleichung der Rotationsfläche. 
Lösung. £* = 



2»-' (I): 

j = I 
y' + .' = ,■' 
X = d 



(2), 
. r' = fid), 



demnach die Gleichung der Flache 

y^ + ^^ = 2^^- 

Aufgabe 69. Eine Ellipse, deren grosse Axe mit der Rich- 
tung der X, und deren kleine Axe mit der Richtung der s pa- 
rallel ist und sich in der Ebene y = ß befindet, drehe sich um 
die grössere Axe; man suche die Gleichung der Rotationsfläche. 

Lösung. Es ist 

^ f ^ ' ' a I (I) erzeugende Curve, 

y = P > 
a,, ß,y seien die Coordinaten des Miftelpunctes der Ellipse, 

Gleichungen der Schnittlinie, senkrecht auf der Rotationsaxe, 
Es folgt 
a^T^ -(- J^((/ — «)» — a^b^ = 0, d. i. ip(d, r^) = 0, 
und die Gleichung der Rotationsfläche 

'*n(;/-i3)* + (^->')^] + h'{.x-ür =-- ^"-b\ 
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Wird die kleinere Axe der Ellipae zur Umdrehungsaxe ge- 



wählt, Bo hat 



nan wegen 



-«)' = 



(» 



- (5-1?)' = . 



(2) 



für die Gleichung der Kotafionsfliiche 

«' i? - r)^ -h i^ [(^ - «)' + (j/ - /5)^] = «« ?.^. 

Aufgabe 70, Ein Punct und eine Ebene sind gegeben ; 
es soll der Ort desjenigen Punctes gefunden werden , dessen 
Entfernungen von jenem Pnncte und von dieser Ebene in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen. 

Lösung. Nehmen wir den gegebenen Punot zum Ursprung 
eines rechtwinkeligen Coordiuatensyatemes, die Ebene xy parallel 
mit der gegebenen Ebene, ao ist dann die Gleichung derselben 
für daa so angenommene Syslem s = m. 

Nennen wir die Coordinaten des gesuchten Punctes x y z, 
so ist die Entfernung desselben vom Ursprung \/x"^-\-y''^-\-z"', 
die Entfernung desselben von der Ebene z^=m\ ist s'=:m, so- 
nach der Anforderung gemäss 

V^'^ + y" + ^'^ : z' -m=\ : n, 
"MV' + y' + 3") =- i?-^)\ 

oder 7>}x'''-\-n'y'^^{n^-\)z'^^2mz' = m'' ... (1) 
als die Gleichung des geometrischen Ortes. 

Sohneiden wir die Fläche (1) durch Ebenen parallel mit 
der xy, setzen also z' = k, so folgt x'^ -|~*/'* = '*S d, h. die ge- 
fundene Gleichung repräaeniirt eine Rotationsfläche, deren Dre- 
hungsaxe die Axe s ist. 

Aufgabe 71. Ein Punct und eine Gerade sind gegeben; 
68 soll der Ort desjenigen Punctes gefunden werden, dessen Ent- 
fernungen von jenem Punete und von dieser Geraden in einem 
gegebenen Verhältnisse stehen. 

Lösung. Nehmen wir den gegebenen Punct wieder zum 
Ursprung des rechtwinkeligen Systems, die a-Axe parallel mit 
der gegebenen Geraden, so sind die Gleichungen derselben 

Nennen wir die Coordinaten des gesuchten Punctes x y z, 
so ist seine Entfernung vom Ursprung \/ x"^ -\- y* -\- s'% und von 
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der Geraden (1) ± )/(»' - «)' + (j — fi' ("««t Eormel (3), 
Aufg. 33 , a = , & = 0] , demnach 

l/*- + ,'" + z' : ± ]/(«.'-«)• + (y-/3)' = 1 : », 
hieraus folgt als Gleichung des geometrischen Ortes 
{«'- 1)^'« -I- («'-!);/'' + "'^'^ + 2«x' + 2^y = «^ + ^* . . . (2) 
E3 ist leicht zu erkennen , dasa diese Gleichung eine Rota- 
tionsfiäehe vorstellt, deren Eotationeaxe die Gleichungen hat 



Für n—1 geht (2) über in 

/» 4- 2ax' + 2(3/ = «» + ,3« . . . (3) 
welches die Gleichung einer^Cylinde'rßäche ist, da die mit a'y 
parallelen Ebenen die Fläche (3) nach geraden Linien achneiden. 

Es folgt für z' = y sofort a^' + ß^' = d^, und dieae zwei 
letztgenannten Gleichungen gehören einer mit der xy parallelen 
Geraden an. 

e) Windschiefe riächen. 

Erklärung, Man nennt windschiefe Flächen im Allge- 
meinen jene, welche durch eine Gerade erzeugt werden, welche 
bei ihrer Bewegung beständig durch drei gegebene Curveu geht. 

Um für diesen allgemeinaten Fall die Gleichung der wind- 
schiefen Fläche autzustellen, seien 

die Gleichuneen der drei Leitlinien , , ■ a ( • • • (4) 

r/ = OS + pj 
sei die erzeugende Gerade. 

Soll nun die Gerade (4) mit der Leitlinie (1) einen Punct 
gemein Bchaftlich haben, so müssen dieselben Werthe von o', y, z 
den vier Gleichungen gleichzeitig genügen; diese musa offenbar 
zwischen den Constanten a, b, u, ß auf eine bestimmte Bedin- 
gungsgleichung ^(a, t, «, j3) = (5) 

fuhren, eben so hat man für den Durchschnitt der Geraden 

(4) mit (2) . . . i,, (a, 6, c», ß) = . . . (6) 
und bei (4) „ (5) . . . ^2 (", 6, «, j3) = . . . (7) 

Haben nun die Gleichungea (5), (6) und (7) gleichzeitig zu 
bestehen, so bleibt noch immer eine der vier Grössen a, h, rt, ß 
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vollkommen willkürlich, woraus hervorgeht, daas ea In der That 
unendlich viele Gerade geben wird , welche die drei gegebenen 
Leitcurven gleichzeitig achneiden. Um nun die Lagen aller die- 
ser Geraden durch eine einzige Gleichung zu geben, ellminire 
man aus (4), (5), (6) und (7) a, b, et, ß, so bleibt 

als die Gleichung der verlangten windschiefen Fläche. 

Statt der dritten Leitlinie (3) kann eine Ebene (Richtebene) 
gegeben sein, mit der die erzeugende Gerade während ihrer Be- 
wegung stets parallel bleiben soll. 

Denken wir uns also jetzt nun zwei Leitcurven 
Fix, !,,,) = (,, /(», y, ^) = 0l 

P,(., y, .) = 0P'' /,(•:, 1,,^) = Ol '■^> 
und die Eichtebene 

A:e + By + Cz ^ D = . . . (3) 
gegeben. Ist wieder ^ = oa + ot i , . 

,j = h, + ßi ■■■■■■■ '•'> 

die erzeugende Gerade, so folgen die Bedingungsgleichungen 

^ia,b,^, ß) = (5) 

q>,ia,b, a, ß) ^0 (6) 

Aa-\-Bb + C = (7) 

Eliminirt man wieder aus (4) , (5) , (6) , (7) die Grössen 
a, h, a, p, so erhält man wie vorhin r(_x, Jf. s) = als die 
Gleichung der verlangten windschiefen Fläche. 

Aufgabe 78. Die zwei Leitlinien seien F (x, i/, z) = i .-. 

F,{^,S, z) = Ol '•^> 

und die z-Axe, die erzeugende Gerade selbst bleibe mit der 

coordinirten Ebene xy parallel ; wie heisat die Gleichung der 

dadurch entstehenden windschiefen Fläche ? 

Lösung. Die Gleichungen der erzeugenden Geraden 

!=ri (^' 

drücken aus, dass diese einen Punct mit der z-Äxe stets gemein- 
schaftlich hat, und überdieas mit der coordinirten Ebene x^ pa- 
rallel läuft. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) x, y, z eliminirt, folgt 

»=/W (3) 

oder 3UB (2) und (3) n und m eliminirt, ergibt eich die CrleiohuDg 

der Fllolie z =/(')- 
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Hat man eo statt (i) . . . j/'^ + z^ = r 



(4) 



eo folgt durch Verbindung dieser Gleichungen mit den Gleichun- 
gen in (2) m'(i* + M^ = »■' (5) 

und durch Elimination von m und n aus (2) und (5) 

©=<<' + .■ = .•' 

für die Gleichung der verlangten windschiefen Fläche. 

Ist die zweite Leitlinie eine Ellipse, deren Ebene senkrecht 
auf der Axe der x steht, deren grosse Axe in der wy, der Mit- 
telpunct in der Axe x liegt, und vom Ursprung um die Grösse 
d absieht, so folgt : 

X = d J' 



a^x'-z''- + b^d^iß = a*t^,r^ 

Windschiefe Flächen der erwähnten Art, wo eine Leitlinie 
eine gerade Linie ist, werden conoidische Flächen genannt; 
steht diese gerade Leitlinie noch überdiess senkrecht aut der 
Kichlebene, eo heisst die Fläche gerades Oonoid. 

Aufgabe 73. Es seien die Leitlinien 

die Richtebene a: — y = (3), 

die Erzeugende , , A (4']: 

y = bz + ß) 

wie heiset die Gleichung der windschiefen Fläche? 

Lösung. Die Gleichungen (1) und (4) verbunden, führen 

zur Bedingung ß''=pa (5) 

die Gleichungen (2) und (4) geben 

(6a-«ß)2 = -/.6j3 .... (6) 

wegen (4) parallel mit (3) 

a~ h = (7) 

Jetzt hat man noch aus (4), (5), (6), (7), rx,, ß, a und h zu 

eliminiren. In (5) und (6) a. = x ~ az und ß = y — bz 

gescitzt. 
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[6(«-02) — o(S-Sz)]> = - p'iül- 
egen a = h folgt aus (9) 

a'(^-tl)' = - p-a(v-az), 
al(x — yy—p'z]= — p'y, 


-bi). . 



Dieser Werth von a in (8) eubstiluirt, gibt für die Glei- 
chung der windschiefen Fläche 

y^{x — yf = p[p'z — (x — y)'}. 
Aufgabe "Si. Es seien die Leitlinien 

. = 3. + 4, . = 2.+ 3j 

die Erzeugende sei parallel mit der Ebene xz; man anche die 
Gleichung der entetehendea windschiefen Fläche. 

Lösung. Für die erzeugende Gerade hat man 
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= , 


-^?j(3). 
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eich. 


(1) mit 


Gleich. 


(3) 


verbunden, gibt 


3- 


-i _ 
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i + 1, 
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(3) 


» ., 


2- 


~p 


* + 5. 




In 


diesen : 


so erhaltenen Gleichungen m 


■=y 


und q- 


= ^ — P 



gesetzt, folgt 

<t-pz- ^ = {y + l)(3-p), 
X ^ pz — Z = iy -\- f>) {% - p); 
hieraus noch p eliminirt, hat man für die Gleichung der verlang- 
ten windschiefen Fläche 

y' - j/s + 7i/ + 6e — 4m + 22 = 0. 
Aufgabe 15. Man entwickle die Gleichung der windschie- 
fen Fläche für die Leitlinien 
x = a'z^ a't X = d'z -\- a" 1 x = a" z + «'" ) 

und die erzeugende Gerade x = az -\- a.) , , 
y = bz + ß\ ^*'- 
Lösung. Für den Durchschnitt der Geraden (1), (2), (3) 
mit (4) hat man beziehungsweise die Bedingungen: 

0,-V)W-^) = {a-a'){f~l» . . . (I') 
Q, - S") («" -») = («- .") if -f.). . . (2') 
(6 - n (»"■ -,) = („- O if" -ß) . . (3') 
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id die Grössen 
-6s in d'), 

■ ■ • (4') 
(5') 
(6') 



Aus diesen Gleicliungen und 

IT, b, a, /3 zu eliminiren, a = a; — az, ß ^= y — 
(2'), {3'} gesetzt, 

(5 _ S') („■ - a, + az) = (o - <.') iß! -y + bi) . 
(J _ O («"•- aj + oz) = (o - a") ((i" - ff + 6z) . 
(6 - 6") (a" — X + aa) = (« — a") (/!'" — V + 6«) 

Aus (4') 
, (5') 

" (« i"jTr-,-- 

Noch erübriget aus den Gleichungen 
„■(lj--y + h;) + (6_i-)(,--^) ^ a"0i"-y + 6^) + (''-O(''"- 

-(ß-"-S + 6^) + (6-&"')(""'- 



a 


(«■- 


-y + 6^) + (6- 


- (.■ - ,) 


„■ 


'(S"- 


-, + i.) + (l- 


- O (." - .) 


„■ 


"■»•" 


r. + f- 


•y 

- r) (." - .) 



-y + 6^) + (&-6"l(^""^) 



^+r' 



:^ 



die Grösse b zu ehminiren. Die weitere Arbeit ist einfach, in- 
dem sich aus jeder der letztgenannten Gleichungen 6 , als in der 
ersten Potenz vorhanden, ohne weitere Schwierigkeit auedrücken 
lässi; die erhaltenen Werthe von h gleichgesetzt, liefern die Glei- 
chung der windschiefen Fläche, die in diesem Falle vom vierten 
Grade ist. 

Aufgabe 76. Die drei Leitlinien zur Erzeugung einer 
windschiefen Fläche seien die Klllpsen 

^ + 5^ - H (1), ^^ + t^ - H (2), Sm^ + 6'P - H (3), 

. = 0l _ z = m\ _ z = n\ 

die Axen dieser Ellipsen sind, wie leicht zu erkennen, propor- 
tional ; wie heiast die Gleichung der entstehenden windschiefen 
Fläche ? 



Lösung, Es sei die erzeugende Gerade _ _i_ « i ^'^-'" 

(1) mit (4) verbunden, ö^»^ + a^/S^ = a^b^, 

(2) „ (4) „ i'(^m + a)" + a2(Swi+(3)" = a»6''.P, 

(3) „ (4)_ „ _ b^{An + >^y-^a'{Bn + ßy = aH\l\ 

In diesen drei Bedingungsgleiciiungen a == a; — Az und 
ß = y — -Ss gesetzt, 

iH':-Äzy + a'(y^Bzy^a'b' (6), 

b'[A(m^z) + X]' + a'[B(.m -z) + yp = a'b'. k' . . (6), 
b'IA(n-z) + xf + anS(n-z) + yy = <,H'.l' . . (7), 
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entwickelt 

{AU^ +i?^a^)z2 — 2(Ah^^ + Ba^y)z = 

= a^b^ ~ {a^y^^b^x^) . . . (5') 
{A^b^-\-B^a^)im-zy 4- 2{Ab'^ + Ba^p){m-z) = 

= a^b^.k^ ~ (a^y^ +b^^^} . . . (6') 
(An^ + B^a^){n-zy^ + Z(Ab^ a, + Ba^y)(n~ z) = 

= anKl^ — ia^y^-\-b^x^) . . . (7') 
Setzt man Kürze halber A^ b -\- B^a^ ^ g, 
Ab^ ä! -{- Ba^ y = h, 
so folgt, wenn man nach einander (6') und (7'} von (5') abzieht, 

= '''''' l'^lz-L _ ''-n 

Stellt man zwischen den Verhält nies zahlen k und l und den 
Höhen m und n noch die Gleichungen fest 

fc2 _ 1 = ^, ;2 „ 1 ^ J_ 

80 iat g = ^-j- = j4^ &^ -f- 5^ a^ 
und 2h = 2e . ~ = ZiAb^'x-^Ba^y). 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (5') und reducirt, 
80 folgt für die Gleichung der windschiefen Pläche 

d. i, die Gleichung <Iee Hiperboloids mit Einem Flächenaste. 
Aufgabe 77. Es seien die drei Leithnien die Parabeln 

die erzeugende Gerade sei d; = «z + « i 

wie heiset die Gleichung der durch diese Curven bestimmten 
windschiefen Fläche? 

Lösung. (1) mit (4) verbunden, ß^ =pa, 

(2) „ (4) „ {hm^-ßY' = p{am^^tt-\-d), 

(3) „ (4) „ ihn^ßY=p{an^a+S). 
In diese Gleichungen a = x — az, ß = i/ — bz gesetzt und 

entwickelt : 

1/^ — 2bt/z -\- b^z'^ =pa! — ape (5) 

«/^ + 2&)/(m — s) + b^ (ms)'' = px + ap{m-z} + pd ... (6) 
y= + 2h^{n~z) + b'' [n — z]^ ^pä, -^ ap(n~ ^) + pö ... (7) 
Gleichung (5) von (6) und (7) abgezogen : 

Haberl, BeJBjiieleflliinii. aus der annlyt, Geometrie. 18 
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2Sy + SMm--2zl = op + £ . li ... (8) 

2ij + 4'(n-2i) = <.,>+ J . ä ... (9) 
durch Subtracfion dieser Gleichungen 

Stellt man zwischen m, n, d und 6 die Beziehungen auf 

d = ^, d' = ~, so folgt b^=^.. 

p p ° p j 

Die Gleichung (8) reiliicirt aich wegen ^ = ^ und ^, = /;^ 
wie folgt : 

25?/ — 26^s = «p, 



Setzt man diesen Werlh von a in Gleich. (5) und gleich- 
zeitig J^ = T, SCI hat man für die Gleichung der windschiefen 
Fläche 

p p' ~ ' 
d. i. die Gleichung des hiperboliechen Paraboloids. 

f) riächen des zweiten Grades. 

Aufgab» 78. Es soll für eine Fläche der zweiten Ordnung 
der Mittelpunct gesucht werden. 

Lösung. Der Mittelpunct halbirt hekanntlieh alle durch 
ihn gezogenen Sehnen. Wird er zum Ursprung des Coordinaten- 
systema gemacht, so bleibt die Gleichung der Fläche ungeänderf, 
wenn man . — x, —y, — z statt 3:, y, z setzt. 

Nehmen wir an, es seien für die Fläche 
Äx-" + A^y-" +Ä2X-^ +2Bxy + 2B^wz + 2B^yä 

+ 2Crr + 2C,^ + 2Ca? + iJ = . . . (1) 
a, ß, Y die Coordinaten des Mitteipunctes , und geht man vom 
ursprünglichen, rechtwinkeligen Axensystem, was wir hier voraus- 
setzen wollen, auf ein anderes gleichfalls rechtwinkeliges Axen- 
system über, dessen Axen mit den früheren parallel sein sollen, 
und dessen Ursprung eben der Punct a, ß, y isi, so hat man 
nur in (1) statt x x-\- a, statt y y -\- ß, und statt s s + y zu 
setzen, und man hat 



y Google 



275 

A{^ + tt)2 ^ A, {y + 13)^ + ^, (3 -h j-)^ + 

+ 2C{i+K) + 2Ci(j/ + ,5) + 2C2(« + y) +Z>=!0 oder 

^a;^ + ^,5-' +^2^^ +2i?«y + 2S^3■^ + 2B,2/^4- 
^- 2 M « + S ,3 + ß. y 4- Q a; + 2 ( .4, ^ + £« + 5, y + CJ )/ + 
+ 2 (^.r + !?, a + i.'s(3 -1- Oi) s +^a^ + ^,/)^ + /l.y^ + 2B«(3 + 
4- 2SiC(y + 2^3/5}' +2Cß:-l-2C,(3 + 2(72^ 4-Z* = 0. 

Soll die gegebene Fläche einen Mirtelpunct haben, so 
können in der zuletzt erhaltenen Gleichung die eraien Potenzen 
von X, y, z nicht bestehen, wornach man zur Bestimmung von 
«, ß, y die Gleichungen hat: 

Aa -{- Bß + B^y -\- C = Ol 
Ba + A,ß->r B.^y + C,= ol (2). 
B,a.-\- B^ß+ A^y + C^ = ol 
Gehen aus diesem Systeme (2) für k, ß, y bestimmte und 
endliche Werthe hervor, so hat die gegebene Fläche einen Mit- 
telpunct, denn die vereinfachte Gleichung 
Äx^ + A,^^ ^ A^z^ + 

-\-tBxy + 2ByXZ + HB^ys -\- F ^ . . . I. 
hat in der That nur quadratische Glieder, wodurch die Eingangs 
erwähnte Eigenschaft der Gleichung, welche die Anwesenheit 
eines Mittelpunctes andeutet, wirklich besteht. 

Aus (2) folgt der Form nach für a = ^, 



y- Ab- 
sind die Werthe M, M, , M^ ^ , und iV=0, so eind 
a, ß, y unendlich, und die vorgelegte Fläche hat keinen Mit- 
te Ipun ct. 

Ist M, M^, J/j und iV§ 0, so hat die Fläche Einen 
Mittelpunct. 

Für M=^0, J/i=0, M^ = und A'^O, wegen t» = g, 
ß = ^, 7 = 8 liat die Fläche unendlich viele Mittclpuncte. 

Es ist übrigens noch zu bemerken, dass aus der Realität 
der Coordinaten dos Miltelpuactea einer Fläche noch nicht au£ 
die Realität der Flache seibat gefolgert werden kann. 

Anmerkung. Versetzt man den Coordinaten-Anfangspunct 
in den Mittelpunct der Fläche, ao geht die Gleichung (I) über 

18* 
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in I. oder 

Ax' + A,f + A^z"" + 2Bxy + 2B,ajz -^ 2B^^z -\- F ^ 0, 
wobei 

+ 2 Ca + 2 6; /3 + 2 C^y + B. 
Dieser Ausdruck in F vereinfacht sich wesentlich, wenn 
man die Gleichungen (2) mit a, ß, y multiplicirt, addirt und von 
F abzieht; es folgt dann 

F= C'^ + C^ß -\- O^y -^ D. 
Aufgabe 70. Es ist für die Fläche 

*^ 4- y= + (a= + 6^)2^ — 2ax'^ — Ibyz = r^ 
der Mittelpunct zu suchen, 

Lösung. Setzt man nach dem Vorgange in der vorigen 
Aufgabe x' + a, y-\-ß, « + y statt x, y, z, so folgt, wenn 
gleich nach x, y, z geordnet wird, 

a>^+y^-^{a^4b'')z'' — ^a!<^-^ — 2hyz^-2{r^—ay)x-\-2{ß~by)y 
4- 2[(«''-l-i«)y- aa - hß^ + «^ + ^^ + ia'^b^)y^ 

~2aay — 2hßy==r\ 
(a^^b^)y - aa-bß = . . . (1)| 
« - «r = . . . (2) - 
ß — by = (i . . . (3)1 
Aus (2) (i = ay, aus (3) ß=hy in (1) gesetzt, 
Q.y = 0, 

y'= 8, ebenso cc = %, ß — %. 
Die vorgelegte Fläuhe hat also unendlich viele Mittelpuncte, was 
mit der Natur der gegebenen Fläche vollkommen überein stimmt, 
da sie in der That eine Cylinderflache ist, wovon man sich leicht 
überzeugen kann. 

Diametralebene. 

Erklärung. Halbirt man alle parallelen Sehneu, welche 
man in einer Fläche ziehen kann, so nennt man die Fläche, 
welche durch die sämmtlichen Halbirungspuncte der Sehnen be- 
stimmt wird. Diametralfliiche. 

Berücksichtigen wir, dass eine Fläche der «.'*" Ordnung von 
einer Geraden im Allgemeinen in n Puncten getroffen wird, so 
haben wir in derselben Sehne — ■= — Halbirungapuncte, und da 
die Diametralfläche durch diese ■ " ~ ' Puncte durchgehen muss. 
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also von einer (jeraden in l"\ Piincfen getroffen wird, so muas 
aie vom Grade ^^-^ — - sein. 

Für eine Fläche der zweiton Ordnung wird demnaeh die 
Diametralßäclie von der ersten Ordnung, d. i. eine Ebene sein, 
welche wir Diametraiebene nennen, 

Aufgabe 80. Es soll die Gleichung der Diametraiebene 
für die Flächen der zweiten Ordnung aufgestellt werden, 

Lösung. Ea sei die Fläche 
Ax^ 4- Ä^^^ + A^z^ 4- 2Bxy -}- ^B^az + '2,B^yz + 

+ 2Ca; + 2C'iJ/ + SC^s + i? = . ' . . (1), 
die Gleichung irgend einer der unendlich vielen parallelen Seh- 
nen sei 

;i :;!;}<* 

Man hat 
Aiaz-\-Kf^ A,{hz^ ßf + A s^ + 
+ 2 i? (a s + ß) (6 2 + J5) + 2 B, (a s 4- «) ^ + 2 5, (i . + ,5) . + 

+ 2 C{aa 4- k) -j- 2 C, (6s -H ;3) + 2 C^z + D ^ 0, 

Ma*+ A^h'' ^ A^-{-tBab'y'2.B^a-\-2B^b)z^ + 

%[Aaa^Ä^bß^Baß^Bah-^B^a^B^ß^Ca-\-C^h-^C^)z-{- 

+ ^«2 + J, /3^ + 2Baß + 2 Ck + 2 Ci /i + -D = 0. 

Diese Gleichung in z hat die Form Mz^ -\- Nz ^ P=Q, 

und hieraus für die Wurzeln /, z" 

i±±. — ^ _ _ _^ 
2 i 2M' 

für das z des Halbirungspunctea der gezogenen Sehne 

^' ~~ ^a' + ^,6= + ^ + 2Bai + 2B,a-l-2Sj6 ■■■(->) 

mit diesem Werthe von ä, folgen aus 

07, = «3j + a . . . (4) und y^ = *^i + ^ ■ ■ ■ (5) 
die zu %y gehörigen Werthe x^ und y^. 

Um es nicht mit einer speciellen Sehne zu thun zu haben, 
elirainire man aus (3), (4) und (5) die Grössen a und ^, das 
EliminatioQS-ßesultat ist die verlangte Gleichung der Diametral- 
ebene 

(Aa^H-^, iä + A^ +2S«6 + 2Si« 4- 2^26)2; = 
= —{Aa^Bb-\-B^){x^—az;) — {^A^h^Ba^B^){y^—lzCl — 
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oder schliesslich 

(Äa^Bb+B^)x, -\-[A^b^Ba-\~B^)y^ -^r {A^+Bia + B^b)ei ^ 

+ (Ca + C, 6 + Ca) = . . . (6) 

Für die Gleichung As:"" + A,f -\~ A^z'' + J) = findet 

man die Diametral ebene nach (6) , indena sämmtliche B und C 

verschwinden, 

Aa.x -{- A^h.y + ^2 ■ s = 0. 
Soll die Gleichung (6) eine sogenannte Diametral-Hauptebene 
werden, so muss (2) senkrecht auf (6) sein, nämlich 
_ Aa+ Bb -\-T!, , _ A,b + Ba+ B, 

" " A^ + B,a + B,b- " ~ A^-irß,a + B,b'' 

aus welchen Gleichungen die Werthe von a und h sich folgern 
lassen. Bei der Auflösung dieser Gleichungen worden die Wer- 
the von a und h von der Auflösung einer Gleichung des dritten 
Grades abhängig gemacht, und da diese Gleichung wenigstens 
Eine, möglicherweise aber auch drei reelle Wurzeln besitzt, so 
folgt hieraus, dass die Flächen der zweiten Ordnung wenigatens 
Eine, höchstens aber drei Diametral-Hnuptebenen haben. 

Wir wollen hier kurz den Weg andeuten , wie man zur 
Kenntniss von a und h gelangen kann, 

^a + £, a + -ßa & = ft I. 

Aa ■\- Bh -\- B^ = afti ,, 
Ba -\- A^h\- B-, = bfii ' 
{A — ii)a -{- Bb = — ^, 1 ^1 — (t 
Ba -j- {A^ ~ii)b = — bJ B 



[U — !t)M,-,i)- 



-i?2]a -= BB^ — B^{A,—fi), 
BB, — B, (^, — ^) 



t^ ~ (1) (J, — f^J — B" 
. , BB, - B, (d-^) 
eben so b =: ,— ^ -y-, ^^ zn- 

Die Werthe von a und b in I. gesetzt, 
A A-B BB,-B,(A,~i,) , ^ BB,~B,(A- 



■ ■ (.1- 



(A ~ !<.) (A, - li.) ~ j 

oder reducirt 

fi' - (A -^ A, + A^) ti^ +- 

-^(AA, +AA2-\-AiA^-~B''~Bl—Bl)ti + h = . 
k = ~ AA, A^ \ 
+ A-B' 
+ \^\ \- 
+ AB\ 

— ibb^bA 
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Aus II. ji bestimnit und iu I' substituirt, ergeben sich die 
Werfhe für « und h. 

Die Giejchung II., Aufg. 80, fiibrt uns zur Kenntniss der 
Hauptebene einer Fläche. 

Nehmen wir an, für die vorgelegte Fläche 
Äx"^ + A,y^ + A^z^ + "ZBa^y + 2B^a!z + tB^yz +■ 

-i- 2 C:^■ + 2 C,y + 2 CgS 4- fl = 
findet sich ein Mittelpunct a, ß, y , und verlegen wir den Ur- 
sprung des Coordinaten System 8 in diesen Mittelpunct, so folgt 
die einfachere Gleichung 

Ax^'\-Ä,y^-^A^7^-\-2Biey-\^2B,a!z^2B.iyz-\-F=<i . . . (m). 
wobei F = Ca. + C, ß -{- C^y -Jr D. 
Dividiren wir (m) durch — F, so folgt für die transformirte 
Gleichung der Form nach 

Ax''-\-A^y''^A^z''-\-2Bxy^2BiXz-\-%B^yz = \ , . . [n) 
Setzen wir demgetnäse in II, 

_:!, _:^, ^^, . . . statt Ä, A, A^, . . . 
so folgt die Gleichung 

ft» — Ry.^ + Äft — r == . . . . (p) 
wobei it =: — s , 



AB\-]- A 



Sind nun , Mg) die Gleichungen eiuer Äxe, und 

nennen wir die Coordinaten des Punctes, wo dieser Durchmesser 
die Fläche trifft, 3:, y, s, so ist die Länge der halben Äxe be- 
stimmt durch 

L^ = w^ ^y^ + z^ = (a^ + 6^+1) ^*; 
oder setzt man die Werthe von (q) in die Gleichung (n), so folgt 
y^ _ +(a' + i' + l) 

Nimmt man übrigens Eückaicht auf die Gleichungen I. und I' 
in Aufgabe 80, so folgt 

L' = \. 
Sind demnach aus (p) die Wurzeln ft' ft" ^"', so hat man bezic- 
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hungöweiee für die halben Axen der Fläcbe 



K- V^. V¥- 



Da ferner die Wurzeln der Gleichung (p) reell sein müeaen 
(Untersuchungen von Jacobi in Crelie's Journal), so folgt schon 
aua der Anzahl der Zeicbenwecheel die Zahl der positiven Wurzeln, 
welche offenbar allein schon für die Axen der Fläche massgebend 
sind. Stellt man sich demnach im gegebenen Falle die Gleichung 
ip) her, und hat dieae durchaus Zeichen Wechsel, so sind die 
sämmtlichen Wurzeln der Gleichung positiv, die Fläche hat dann 
drei reelle Axeii, und ist sofort ein Ellipsoid, 

Kommen nur zwei Zeichenwechsel vor, ao repräsentirt die 
gegebene Fläche ein liiperboloid mit Einem Fläcbenaate, bei 
einem Zeichenwechsel ein Hiperboloid mit zwei Flächenästen, und 
hat die Gleichung bloss Zeichenfolgen, so werden die drei Äxen 
imaginär, und die gegebene Gleichung hat weiter keine Bedeutung. 

Anmerkung. Was die geometrische Bedeutung der Glei- 
chung 

Mx^ + M'y^ + M"a^ = P 
betrifft, eo erinnern wir, wie folgt. 

Nehmen wir auf die verschiedenen Vorzeichen der obigen 
Coefficienten Bedacht, so erstreckt sich unsere Untersuchung auf 
folgende Gleichungen: 



Mn' + U 


,' + i¥"j' = + P 






(I) 


Ma,' + M 


S' + M"a' = . 






(2) 


Mi' + M 


j," + if,' =. - P 






(3) 


Mi' + M 


j,' - M"^' = + P 






W 


Md' + M 


/-J<"s' = . 






(5) 


Mx' + M 


,' - M",' = - P 






(6) 


Mx' — M 


j« - M'\' = + P 






m 


Mii' - M 


y' — M"s' = . 






(8) 


Jf«" — Wy' — M"i' - — P 






(9) 


I. Die Gleichung (1) bezeichnet ein Ellipsoid. Sind die 


Axen 


desselben 2«, 26, 2«, wobei 




»=±}/|. .=±]/|, c=±|/5. 




BO lUsat sich (1) auch achreiben 




--. 


1- f + S = '■ 
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Ftti" b^e hat man ein Rotations- Ell ipsoid, eben so für 
a=o und a=b. Die Rotationsaxen sind dann bezieliunga- 
weiee die Äxe der x, y oder s. 

Für a = h = c hat man die Kugelfläclie. 
II. Die Gleichung (2) kann nur den Punct a:: = 0, j/ = 0, s — 
bezeichnen. 

III, Die Gleichung (3) hat keine geometrische Bedeutung, oder 
stellt eine imaginäre Fläche dar. 

IV. Die Gleichung (4) läsat sich anf die Form bringen 

-, + |i — ^ = 1, wobei 

„=±j/|, I=±|^, o=±|/|:.v=i. 

Diese Fläche ist das Hiperboloid mit Einem Flächenaste. 
V- Gleichung (5) bezeichnet eine ICegelfläche, denn es folgt 
M.j,-\- M'. ?^ = M" 

oder \ =/(9- 
VI. Gleichung (6) ist das sogenannte Hiperboloid mit zwei Höh- 
lungen oder Flächenästen. 

Man kann die Gleichung auch schreiben 



Hierial « = ± J/^.)/_l, 

VII. Gleichung (7) hat dieselbe geometrische Bedeutung wie 
Gleichung (6). 
VIII, Gleichung (8) stellt einen Kegel vor, gerade so wie Glei- 
chung (5). 
IX. Gleichung (9) bezeichnet wie Gleichung (4) ein Hiperboloid 
mit Einem Flächenasfe. 

Eben so ist für die geometrische Bedeutung der Gleichung 
My"" + M'z^ = Qx 
Folgendes zu bemerken: 

Nimmt man auf die Zeichen der Coefficienten der g 
Gleichung Eücksicht, so folgen die Fülle; 
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My^ -H ^'.'= + Q^ (1) 

Myi + M'x^ = (2) 

My^ + ü/'s'' - - Qa (3) 

jWy* — M'z'^ = + 4x (4) 

üij^^ — J/'b" = (5) 

it/j/" — ü/'a" = — Q:i- (6} 

I. Die Gleicbung (1) bezeichnet das sogenannte elliptische Pa- 
raboloid. 

Die Gleichung läagt sich auch auf die Form bringen 
~ -{-%== X. wobei ü != -ij und p = -rp. 
II, Die Gleichung (2) bezeichnet, da sie nur für y = und 2 = 
besfehen kann, die Abscissenaxe. 

III. Gleichung (3) stellt wie Gleichung (1) ein elliptisches Para- 
boloid vor, welches sieh jedoch nach der Richtung der ne- 
gativen X erstreckt, 

IV. Gleichung (4) bedeutet das sogenannte hiperboliache Para- 
boloid, dessen Gleichung auch die Form annimmt 

t-t,^:,, wobei p ~ |, p = 1--. 
V. Diese Gleichung bezeichnet zwei auf der coordinirteii Ebene 
yü senkrecht stehende Ebenen. 
VI. Die Gleichung (6) hat dieselbe geometrische Bedeutung wie 
Gleichung (4). 

Aufgabe 81. Man soll die geometriaehe Bedeutung der 
Gleichung 

^2 _j_ 2^2 ^ 2sä + 2a;y — 2a! — ^y ~ ^z = 
angeben. 

Lösung. Um diese Gleichung zu vereinfachen, verlege 
man den Ursprung nach dem etwaigen Mittelpunct der Fläche. 
Setzt man niLrnlich in der gegebenen Gleichung x-\~ti., y + ßt 
z-\-y statt ic, y, z, und setzt die Coefficienten der ersten Po- 
tenzen von X, y, z gleich Null, so hat man (Aufg. 78, System 2) 

Ol + 2j3 — 2 = 0[, hieraus ß = 1 
5- — 1 = ol y = l 

demnach geht die gegebene Gleichung über in 

^a + 2/ 4- Ss" + Ixy — 4 = 0. . . (1) 
Von dieser Flache wissen wir bereits, dass sie einen Mit- 
telpunct besitzt. 
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Ziehen wir jetzt durch den Ursprung eine beliebige Gerade 

80 folgt ZUnäohßt a = ■■ , ■ .. :^:=. :: ^=:^:^T:^ . 

Da dieser Werth von z für jeden beliebigen Werth von a 
und h reell ausfällt, also auch a: und y , so folgt, dass die Fläche 
durch alle durch den Ursprung gezogenen Geraden getroffen 
wird; die geometrische Bedeutung der vorgelegten Gleichung ist 
demnach ein Ellipsoid. 

Es folgt diese übrigens auch noch daraus, wenn die gege- 
bene Fläche durch Ebenen geschnitten wird, die etwa der Ein- 
fachheit halber parallel zu den coordinirlen Ebenen gewählt wer- 
den; aämmtlicbe Schnitte sind in diesem Falle Ellipsen, oder 
wegen -4=1, ^, =2, A = 2, B=l, B,=0, B^=^0 folgt 

(t^ ~ Ift^ + -,Vjt — -äV = 0. 
Diese Gleichung hat drei positive Wurzeln, sonach besitzt die 
gegebene Flache auch drei reelle Äxen, und ist ein Ellipsoid. 
Aufgabe 82. Ea soll die Bedeutung der Gleichung 
ai* + 2,^ 4- 2z^ - 2xy — %xz -^ !iy z ^ %y ~ ^ ^ d 
I werden. 
Lösung. Zunächst folgen hier für die Lage des Mittel- 
punctea die Gleichungen 

^ „ ß „ j, = 0, 
ß - « + 2^ + 1 .= 0, 
2y — ß -f- 2ß = 0, 
und hieraus a = 0, (3 = 1, y = — l, 
demnach reducirt sich die gegebene Gleichung auf 

,^a -l- y* + 2s^ — 2«y — 2iC3-|-4j/g — 1 = 0, 
und wegen ^=-1, A^=l, A^ = 2, 5 = — 1, B, = -l, 
B^ = 2, F=- 1, 

^s — 2fi2 — Ift -|- y = 0. 
Diese Gleichung hat zwei Zeichenwechsel, also bezeichnet 
die gegebene Gleichung ein Hiperboloid mit einem Flächenaste. 
Aufgabe 83. Man untersuche 

is^ ^ y^ -\- z^ — l^iRy -^ 6.« — 4;/ -f 1 — 0. 
Lösung. ^ = 1, A=l. -^a = l- J5 = — 2, i?,=0, 
5^ = 0, C=3, (7t= — 2, (?2 = 0, B=\. 

Man hat für den Mittelpunct » — 2p -|-3 = 0, 

— 2a-]- jB — 2 = 0, 
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hieraus « = — -^, j3 = ^, y = 0, 
sonach iB^ + j/^ + s" — 4«^ — -1 = 0, 

Ä = t, s ^ - ^^, r= A's, 

ft^ — Ifl^ — ¥¥^ — ^ = 0. 

Diese Gleichung bietet nur einen Zeichemvechsel, hat sonach 
nur eine positive Wurzel, die vorgelegte Gleicliung bezeichnet 
somit ein Hiperboloid mit zwei Flächenästen, 

Aufgabe 84. Es aollen noch die Gleichungen untersucht 
werden : 

36^* + 9?/'' + 4^" + 72^ + 36?/ + 24s + 72 = .... I. 
2^2+ y^ — 2^ + 2a!y + 2«^ — 6f/3 + 6 = . . . . II. 

wy '\- xz-\-yz— Zz — 2y — x^d = HI. 

Lösung. Es folgt för I. 

« = —1, ß = — 2, y = ~ Z, 
3607* + 9yä + 4s* — 36 = 0, 
, 49 a 1 504 3296 „ 



A» — 49^" + 504A — 1296 = 0, 
A' = 36, A" = 9, A"' = 4, 
also ft' = 1 , ft" = 4 , {f! ' ^ ^; 

die Axen des EUipaoides sind 1/ ^. y7'^ VV' '^'^^^ 
a = 1, Ö = 2, c = 3. 
Für IL a. = 0, ß = 0, y = 0, 

ft' + ip* — if» — ^ = 0;^ 
die Gleichung IL ist sonach ein Hiperboloid, mit zwei Flächen- 
ästen. 

Für IIL (* = 2, ß = 1, j- = 0, 

ft* — I ft — ^V =0 
oder fi' ± . ft* — I (t — ijV ~ ** ! 
Gleichung IIL bezeichnet auch hiev wieder ein Hiperboloid mit 
zwei Flächen ästen, 

Aufgabe 85. Es soll die geometrische Bedeutung der 
Gleichung 

3it^ + 6p' + 63* + 6^ + 40i/ — 84s + 327 = 
angegeben werden. 

Lösung. « = — 1, |3 = — 4, y = T, 
3a'^ + 5y^ + 6a^ + 10 = 0. 
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Man sieht, dass diese Gleichung keine Bedeutung haben 
könne, nachdem sie für keine reellen Werthe von x, y, s auf 
Null gebracht werden kann. 

Buden wir una aber überdiess noch die Gleichung für die 
Grösse n, so folgt 

und da die Wurzeln dieser Gleichung sämmtltch negativ sind, 
so hat die vorgelegte Fiäehe nur imaginäre Axen, und sofort 
keine geometrische Bedeutung. 

Aufgabe 86. Man discutire die Gleichung 

2x^ + 3y^ + 23" + %xe + 2^ — 2s -f 2 = 0. 

Lösung. Man findet för den Mittelpunot der gegebenen 
Fläche a = — 1, ß ^ 0, j' = +l. 

Bezieht man den Ursprung auf diesen Puuct, so folgt die 
Gleichung 

2x' + 3t/'' + 22^ + 2^2 = . . . (1) 
welche aber nur für die Werthe a!^=0, J' = Ot s = identisch 
werden kann. Es bezeichnet demnach die gegebene Gleichung 
einen einzigen Punct, und zwar 

;k ^ — 1, y — (i, 2 = 1. 

Die Gleichung {]) läset eich auch schreiben: 
2{x + 0r + Sy^ - 2«s = 0. 

Aufgabe 81. Man betrachte noch die Gieichnngcn 
3x^ + y^ + z^ — 2x^ — 3a-z + i/s + y + 2^0 .... I, 
Si" -l-2/ + 2s= + 2ä's + 6a^+ 6i/ + 63 + 9 = . . . II. 
«" +3'' + 3«* + 4«£- 6a; + 4y- 103-1- 12 = 0. . . III. 

Lösung. Für L folgt 

und ist eine imaginäre Fläche. 

Für II. folgt a=;p = y^— 1, als einziger Punct, der 
durch die Gleichung dargestellt wird. 
Für III. folgt 

a = 1, |3 = _ 2, y = 1; 
man kommt auf ^^ -\- ^'' -\- 3z^ + ^xz = 
oder |^ + || + 3-i-^ = 0, ■ 
hieraus - ^ /1"|- 
Die Gleichung III. repräsentirt demnach eine Kegeifläche. 
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Flächen mit unendlich vielen Mittelpuncten. 
Aufgabe 88. Man beslimme die geometi-ieohe Bedeutung 
der Gleichung 

a;" + y' + 29si^ — lOxz — it/z — 9 = 0. 
Lösung. Für die Lage dea Mittelpunctee hat man die 
Gleichungen a, — By =: 0, 

ß~2y = 0, 
5a + 2ß — 29)' = 0. 
Da hier die drifte Gleichung eine Folge der zwei ersten ist, 
so ist durch die Gleichungen K^5y und ß = 2y die Lage dea 
Mittelpunctes nicht vollkommen beatimmt. Ea gibt sonach für 
die vorgelegte Fläche unzählige Mittelpuncte , welche sämmtlich 

in der Geraden „ f liegen. 

Führt man, um die Natur der Fläche näher kennen zu ler- 
nen, Schnitte parallel mit der ^j/, aetzt alao in der gegebenen 
Gleichung etwa 2 = A, fo folgt für die Schnittcurve 

^' + ^' — lO^ar — iky + 29P — 9 = Ol 
e = kr 

Dieac Schnittlinie ist aber, wie auch h aein mag, ein Kreia 
vom Halbmeaaer .3. Die vorgelegte Gleichung gehört demnach 
einer Cjlinderfläehe von kreisförmiger Basis an. 

Aufgabe 89. Es sei zu untersuchen 
/E^ + 4)/'' + 25^=-|-42'!/ + 10*s + 20y3 — 2^ — 4?/ — 103 + 1=0. 

Lösung. Bei der Bestimmung der Lage dea Mittelpunctes 
findet man die einzige Gleichung 

oi + 2|3 + 5y = 4- 1, 
also hat jeder Punct der Ebene x + 2i/ -\- '5z = 1 die Eigen- 
schaft, ein Mittelpunct der gegebenen Fläche zu sein. 

Schneidet man die Fläche durch Ebenen, welche der ici/ 
parallel sind, so folgt iür s = k 

(^ + 2y)» + 2{5k-l)(^ + 2r/) + {5k- 1)^ = 0, 
hieraus x -\- 2i/ ^= 1 — 5k. 

Nachdem sofort die Schnittlinie eine gerade Linie iat 

/»"-i + äd-"). 
U = 0, 

Eo bezeichüet die gegebene Gleichung niclits weiter als die Ebene 
i + 2j + 5s — 1 = 0. 
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Flächen ohne Mitteipunct. 
Aufgabe 90. Es sei gegeben 

y"" -\- z^ — 2yz — 5.T — 4y + 192 + 9 = 0. 
Losung. Könnte diese Fläche einen Mitfelpunct haben, so 
würde er durch die Gleichungen bestimmt wecden müssen: 
-i = 



Der Widerspruch, der in diesen Gleichungen liegt, zeigt 
uns ganz deutlich, daaa die vorliegende Fläche keinen Mittei- 
punct besitzt. 

Um zu näherer Kenntmss der Fläche zu gelangen, führen 
wir etwa mit der xy parallele Schnitte, so kommt z = k und 

y^ — 2(fc-l-2)j/ — 5-J^ + (fc''+ 19^ + 9) = 0. 
Diess ist aber offenbar die Gleichung einer Parabel vom Para- 
meter ^ 5- 

Die vorgelegte Gleichung entspricht demnach einem para- 
bolischen Cylinder. 

Aufgabe 91. Es sei gegeben 
x^ + 'äy^ + 2^^ -I- 2xy + 4y« _ 4a7 - 6y - 4^ = 0. 
Lösung. Für den Mitteipunct hätte man die Gleichungen 
et + ß- - 
» -f 3|3 + 2^ = 
2(5 -I- 2/ = 

Aus der ersten Gleichung folgt a = 2 — (5, aus der dritten 
Gleichung y = 1 — ß, und diese Werihe in die zweite Gleichung 
eubstituirt, geben 4 = 3, woraus hervorgeht, dass die gegebene 
Fläche keinen Mitteipunct besitzt. Sie kann demnach bloss ein 
elliptisches oder hiperbolisches Paraboloid bezeichnen, je nach- 
dem ein beliebiger Schnitt mit einer Ebene eine Ellipse oder 
Hiperbel ist. (Mit einer Cylinderfläche haben wir es im gege- 
benen Falle nicht zu thun.) 

Schneiden wir also die Fläche durch xy, so folgt für e^O 
^^ + ^y" _+ 2^2/ - 4^' - ^y = 0. . 
welches sofort die Gleichung einer Ellipse ist. Die gegebene 
Gleichung bezeichnet demnach ein elliptisches Paraboloid. 
Dasselbe gilt von der Gleichung 

3y* + 2£^ -f SOy — 16a — 6t -)- 35 = 0. 
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Aufgabe 92. Man unteraucfie die Gleichung 
x^ + !/= — 32* + 2iey -\- Ixz + 2yz — 8j^ — 4y — 2z = 0. 
Lösung. Für den Mittelpunct hätte man 
» + ß + y = 4) 
a -I- ß + y ^ 2 . 
« + ß — 3y = l) 
Die erste und zweite dieser Gleichungen deuten genugsam 
auf einen Widerspruch, also besitzt die gegebene Fläche keinen 
Mittelpunct, 

Der Schnitt mit xy gibt eine Parabel, nämlich 
iB^ + %xy + jf^ — 8x — 4y ^ 0. 
Der Schnitt mit yz gibt eine Hiperbel, nämlich 

y^ -Zz^ + lyz- a:y - 2z = (i. 
Die vorgelegte Gleichung entspricht demnach einem hiper- 
bolischen Paraboloid. 



Vermischte Aufgaben. 

Aufg»bc 93. Zwei Kreise, der erste in der coordinirten 
Ebene /ey, mit dem Mittelpuncte im Ursprung, ein zweiter' pa- 
rallel zur xy, mit dem Mittelpuncte in der z-Ase, seien als 
Leitlinien gegeben; an diesen Kreisen gleite eine Gerade, welche 
zur xy eine constante Neigung beibehäh. Wie heiset die Glei- 
chung der so entstehenden Fläche? 

Lösung. Es seien die Leidinien 

die erzeugende Gerade habe die Gleichungen 
i» = 3 -|- c 

, = 62 + 13; 

wobei der Zusammenhang zwischen a und b durch die Gleichung 
sin (3, ^y) = ^^^ ^\. ^ ^ = \ o^«"" «" + S^ + 1 = £' ■ ■ • (4) 
gegeben ist. 

Verbindet miin {.S) mif (1) und (2), so folgen die Bedingunge- 
gleichungen 

*' + ß" = '■' (5) 

(«m + cc)« + (öm + |3)= = R'' ... (6) 
Eliminirt man jetzt aus den Gleichungen (3), (4), (5), (6) die 
Grössen a, h, a, ß, so gelangt man zur gewünschten Fläche. 



(3), 
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a.=^x — az und j3 = j/ — 6a in (5) und (6) 
mit Eüclisicht auf Gleichung (4) reducirt, 

j.= +j. + (P_l),._2(„ + iy). = ,-= (7) 

»■'' + y' + (*"-l)(™-2)' + 2(<.« + Jj)(m-»)=-R' . . .(8) 
hieraus {ax -^by) eliminirt, gibt scMieeslich 
«» + j> - (P- 1) 8« + i [»> (t*- 1) + (r'-iS-)] . = r' . . . I. 
als Gleichung der verlangten Fläche. 
Setzt man der Kürze halber 

P— l=dS i[m=(/:a — 1) + (»■^~i?'j]=s, 
so hat man für die Fläche 

p; = o, 

die Coordinaten dea Mitfelpunctes l^ ^' 
[^ ~ 2^' 
Verlegt man den Ursprung in den Mittelpunct, so geht die 
Gleichung I. ober in 

x^ + y^ — d^B^ = T^ — ~ , . . . T. 
Diese Gleichung stellt das Rotations-Hiperboloid mit einer 
oder zwei Höhinngen vor, je nachdem r^ ^ -^ ist. 

Für r^ ^ ^-p repräsentirt I', also auch I. eine Kegelfiäche. 
Aus r=^~ folgt 



k = ^ym" + (r±:Ii)^ und sin (3, x^) = — - - -'" — , 

Die Gleichung I. bezeichnet eine Cyünder fläche, wenn R=r 
und fc^:l wird» es sind jetzt die Coordiaaten des Mittelpunctes 
3;'^0, y' = 0, s' = g. Bloss für R=:r hat man die Coordina- 
ten des Mittelpunctes «'^=0, y'^^0, a'^ — , 

Soll in diesem Faile die Gleichung I. eine Kegelfläche sein, 
80 mu8s, wie man leicht findet, 

sin (3, xy) =y=^==. 

\ufgibe 94. Eine Gerade und eine Ebene sind ihrer Lage 
na h gpgebe es ist der geometrische Ort solcher Puncte zu 
s I en leren Entfernungen von der Geraden und der Ebene in 
e ne gegel enen Verhältnisse n : 1 stehen. 

H B amnil. ans der analyt. Geametiie. 19 
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Lösung. Wir wollen das Coordinatensyetem so wählen, 
auf das9 die gegebene Ebene zur ley werde, die gegebene Ge- 
rade durch den Ursprung gebe und in der coordinirten Ebene xz 
liege. Die Gleichungen dieser Geraden sind dann x^az) . 



i 



Nennen wir einen Punct von der verlangten Beschaffenheit M 

so ist seine Entfernung von der Geraden (1) durch \/ y'^-\- ■ " - ~-, -- 
auszudrücken, die Entfernung von der gegebenen Ebene ist s', 
sonach hat man 

y" + TT? ■■ >'" = «':!. 

oder reducirt und die Accente weggelassen, 

x'' + (l+a«)i/* -I- («" — «=«'' — 7>^)s'' — 2ax% = 0. 
Man erkennt leicht, dass diess die Gleichung einer Kegel- 
fläche ist, mit der Spitze im Anfangepnnct 

Dividirt man übrigens die Gleichung durch s% so folgt 
daraus -=/|-l, durch welche Darstellung die Gleichung der 
vorgelegten Fläche am deuilichsten charakteriairt wird. 

Aufgabe 95. Eb sei eine Anzahl Ebenen gegeben. Eine 
gerade Linie bewegt sich einer gegebenen Richtung parallel, und 
auf derselben bewegt sich ein Punct M derart, dass die Summe 
der Quadrate seiner Entfernungen von den Durchschnitt spuncten 
der Geraden mit den gegebenen Ebenen eine conefante Grösse 
a* sei; es soll der Ort des Punetes M gefunden werden. 

Lösung. Nehmen wir die s-Axe der gegebenen Eiehtung 
ilel. 
Die Ebenen seien 

s = ^ix- + B,y + C,, 
s = ^,x + B,y + C,, 



. = A* + B„y + a- 
Nennen wir das a der einzelnen Durchachnittspuncte der 
Geraden mit den Ebenen \z^ . . . s„, die Coordinaten des 

Punetes J/ij/, 80 folgt 
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'-^lh + 



s, + . . ■+KU + 

+ (»; + z; + . . . + ü.'i = (.' . . . (1) 

en aber folgende Gleichungen Statt finden; 
ä, = J, a; + S, y + C, , 



- A. C.) X 
• +-B.CJS/ 



=. = A.' + S.y + C; 
ferner ist 

2, + 2, + . . . + 2. = (J, + J, + . . . + ^J« 

+ (B, + B, + . . . + B.]y 
+ (C, +Q + . . . + C.); 
z; = J>' +S;y' + 2yl,B,«y + 2^, C,« + 2-B, C,!/+C;, 
z\ = Alx'+ Sls' + iA^B.xg + 2A,C2H + 2.B,C,!/ + C;, 

j; = ^."i" + £;j'+2J.S.iy + 2J.C.I + 2-B. C.J+ Ci; 

2; + ^; + . . . + a; = (/i; + /!■ + . . . + a-jx' 

+ {Bl + Bl+ . . . +B:)y' 

+ 2{A,B, +A:,B, + . . ■ + A.B.) my 

+ 2M, C, + A,C,+ . 

+ 2 (B, C, + B, Cj + . . 

+ c; + ^ + . . . + c: . 

Diese Entwiclilungen in (i) substituirt, geben eine Gleichung 
von der Form 
Ax' + By' + «s" + iDxy + 2Ei:e+2Fyi + 2 0» + 

+ 2Hy + 2K! + L — a' = 0, 
welches sofort die allgemeine Gleichung einer Fläche zweiten 
Grades ist. 

Aufgabe 96. Zwei nicht in einer Ebene liegende Gerade 
(1) und (2), und auf jeder derselben zwei fixe Puncto M^ N und 
M', N' sind gegeben. Eine dritte Gerade (3) bewegt sich so, 
dass sie die gegebenen Geraden fortwährend schneidet, und zwar 
dergestalt, dass wenn P und P' die Durchschnittapuncte bezeich- 
nen, die Proportion Statt findet: 

MF . Jtf'P' _ , . T 
NP ■ N'P' — A ■- « 

es soll die durch die Gerade (3) erzeugte Fläche augegeben werden. 
Lösung. Um ein zweckmässiges Coordinatensyatem anzu- 
nehmen, wählen wir die MM' zur Axe der s, nehmen den Hal- 
birungspunct A der MM' ^2a zum Coordinaten-Ürsprung, und 

19 • 
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die durch deiiBelbeii die mit (1) und (2) parallel gezogenen Ge- 
raden zur Axe der x und y. Bezeichnen wir ferner die Strecken 
M'N' und J/JV durch 6 und ü, setzen MP=x:', M'P' = y', so 

. r =- 0, 
hat man für pJ ^ = 0, P' 

und N' P' =: b — y' nach I. 



= — a, undv 



■gen NP = 



oder nie' {b — y') =^y[a- 
Feruer hat man fHr die Gleiehunge 



der Geraden (3) 






ind hieraus 

(y — y = ^i^(^ + «J' 1^' = ; 

Diese Werthe in die Relation (a) gesetzt, folgt 

2a(n-\)xy + bnxz -\- cyt. -f acy — ahnx = 
als Gleichung der erzeugten Fläche. 

Man untersuche diese Fläche nach früher angegebenen Regeln. 

Aufgabe 97. Von zwei beweglichen Ebenen soll die erste 
durch den einen , die andere durch den andern Schenkel eines 
gegebenen Winkels geben , und beide Ebenen sollen während 
ihrer Bewegung stets auf einander senkrecht bleiben; es ist jene 
Fläche zu bestimmen, welche durch die aufeinander folgenden 
Durchschnittslinien der beiden Ebenen gebildet wird. 

Lösung. Nehmen wir den Scheitel des gegebenen Winkels 
zum Coordinaten- Anfang, so haben wir für die beweglichen Ebe- 
nen die Gleichungen 

Aie + By + C-<i = (1) 

A'x ^ B'y ^ Cv. = (2) 

Sollen diese Ebenen auf einander senkrecht stehen, so muss 
AÄ' + BB' -\- CC = . . . . (3) 
sein. 

Sucht man sich etwa aus den Gleichungen (1) und (2) die 
Grössen C und C, und subatituirt diese Ergebnisse in (3), so 
folgt für die Gleichung der verlangten Fläche 
(AA' + BB']z^+ BB'y^ + AÄt"" -\- {AS -\-AB)xy = 0. 
Diese Gleichung gehört einer Kegelfläehe an. 

Aufgabe 98. Durch den Ursprung des Coordinatensyslems 
seien zwei Gerade gezogen. Eine Ellipse mit veränderlichen Axen, 
deren Mittelpunct in der s - Axe bleibt, die Axen beziehungsweise 
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parallel mit der Eichtung der jk und y, und deren Ebene parallel 
mit xy ist, bewegt eich bo, dass die gegebenen Geraden stets 
geschnitten werden; es soll die dadurch entstehende Flache ge- 
sucht werden. 

Lösung. Die gegebenen Geraden seien 

die erzeugende Ellipse hat die Gleichungen 

Verbindet man (3) mit (!) und (2), so folgt 
Ä^b^n^ Jr B'^a^n^ = A^ B^ ^ 
A^h'^ti^ + B'^d^n^ = A^ B^ f ' '' 

Aus den Gleichungen (3) und (4) die Grössen .4, B und n 
eliminirt, folgt 

als die Gleichung der erzeugten Fläche, die, wie leicht zu be- 
merken, einen elliptischen Kegel vorstellt. 

Aufgabe 99. In den Ebenen xp und vcs seien Parabeln 
mit den respectiven Parametern p und p' gegeben, die Scheitel 
im Ursprung und die Axen in der x-Axe. Eine Ellipse bewegt 
sieh wieder derart, dass ihr Mittelpunct in der jc-Axe bleibt, die 
Halbaxen beziehungsweise mit der y- und s-Axe parallel, ihre 
Ebene parallel mit ys ist, und fortwährend die gegebenen Para- 
beln schneidet; welche ist die dadurch entstehende Fläche? 

Lösung. Die Leitlinien sind 

'Izri'"' ::fi<^'- 

die erzeugende Ellipse 

Verbindet man (3) mit (1) und (2), so folgt 
A^ ^ pd und B^ ^ p'd, 
und mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) ergibt sich 



als die Gleichung der gesuchten Fläche. Diese Fläche führt den 
Namen: elliptisches Paraboloid. 

Zusatz. Wir können diese Fläche auch noch auf eine 
andere Art erzeugen, wenn wir, wie oben, eine in der mi/ liegende 
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Parabel als Leitlinie wählen , und ala erzeugende Linie abermals 
eine Parabel nehmen, die ihren Seheitelpunct in ersterer Parabel 
hat, und in einer Ebene sich befindet, die mit der xt parallel 
ist, 80 dasB man für die genannten Parabeln die Gleichungen hat: 



■ 



(1), 



■ (2), 



d und Ä Bind die CoordinafeQ des Scheitelpunctes der 

den Parabel. Setzt man aus (2) die Wertlie für d und d in 

Ä' ^ p . d, 8o folgt, wie vorhin, die Gleichung 

t. + =_: ^ ^. 
p p 

Aafgabe 100. Ein Ellipsoid ist gegeben, dessen Gleichung 

sei; es soll die Fläche bestimmt werden, welche durch die Be- 
wegung des Durchschnittspunctes von drei unter einander senk- 
rechten Ebenen entsteht, deren jede das Ellipsoid in einem Puncte 
tangirt, 

Lösung. Die Coordinaten der Berührungapuncte des El- 
lipsoides mit den drei tangirenden Ebenen seien 

a: y z', a-' y" %' , x" y" z" . 
Ea sind demnach die Gleichungen der Berührungsebenen 

9 +¥ +9 = ^\^- 
'^ + 9 + 9 = ^] 

Da aber diese Ebenen auch auf einander senkrecht stehen. 



noch die Gleichungen 



II. 
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Damit wir uns von den besondern Berühr ungapuncten un- 
abhängig machen, schlagen wir folgenden Weg ein: Wir setaen 
der Körze wegen 



f = A", f = ^', f = C", 

sonach für das System II. 

AA' + BB' + CC = Ol 
AA!' + BB" + CC" = IV., 
ÄÄ" 4- B'B" + CC" = Ol 

eben so gehen die Gleichungen aus III. über in 

A'^a^ + B'^b^ -f C'^c^ = 1 l V. 
^"äfl2 + B"H^ + C'^r^ = l\ 
Es seien ferner v, v, v" drei unbekannte Hilfsgrössen, zwi- 
schen welchen die Gleichungen bestehen; 

Av -\- A'v + A" v" = a I 
Bv -f B'v + B"v" = ß \ VI-, 
Cv + C'v + C'V" = y\ 
wo «, (3, y beliebige Zahlenwerthe sind. 

Quadrirt und addirt man die Gleichungen in VI., so folgt, 
mit Rücksicht auf das System in IV- : 

w + i> + w="-' + ^' + y' ■ ■ ■ ™- 

wo M' = A^ + S' + C, 
jV" = ,4's + B'" + C, 
P = A!'' + B"' + C"'. 
Multipliciren wir die Gleichungen in VI. bezieliungsweiae 
mit A B C, Ä ff C, Ä' ff' G", und addiren diese Producte, so 
folgt mit Hinblick auf IV. 

A„ + Bf + Cr = jr- 
^- + ff'ß + Cr = |i. 

Ä-a. + B'ß + C"y = j,, 

demnach v =M^{Aa. -^ Bf + Cy), 

v = NHA'a. + B' f + O'y), 

v" = P= {A"rjt + ff'ß+ C"y). 
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Diese Werthc in VII. aubstiluirt, 
M'{A«: + Bli+ Oyl' + N'iA'^ + B'ß + C'yY + 

+ P (/!"« + ü-'ß + C'V)- _ «■ + ß- + ,■ 
oder 

(A" M' + Ä' N- + A'- P") Ol- + (B" j¥' + 3" A» + B"' P");i" + 
+ ICM' + C"N' + C"'P)r' + 
+ 2l,ABM' + A'SN' + A"S'P-)!Lß + 
+ 2(Ä Cüf + ACfP + Ä'C'P') ay + 
+ 2(BCif +S'C'Ä' + B"C"p-)|3y = „■ + ,S' +/; 
und da diese Gleicivung für alle Werthe von a, ß und y gelten 
luuss, so folgt 

A- M' + Ä' JV + A"- P" = 1 1 

b'jK" + B'tf + B'"p- = 1} vm. 

CM' + C"JV + C'I' = 11 
^BJf" + ABS' + A"B"r = Ol 
ACM' + ÄCISP + A"C"P" = o[ IX. 
BCW + SC N' + S'C'F' = ol 
Multipliciren wir ferner die Gleichungen in I. mit M, N, P, 
qnadriren und addiren, so kommt 
Ü.(M-a,'' +*■«,»■ +P-«-"-) + 



+ ~ (IP z'' + N' /■■ + P" z'"-) + 

+ ^(M'x's + Wi-y- + P's-y'") + 

+ i^ <*' "' "' + *' *" '" + -P' ''"' ^"') + 

+ ^{H's'^' + «•!/'' ^" + F' !/'"'") = M' + N' + P\ 

Diese Gleichung reducirt sich aber mit Anwendung der 
Gleichungen VIII. und IX. auf 

_ ^^ + y^ 4- 3' = M= 4- A^^ + i^^ 

Multiplicirt man die Gleichungen dee Systems V. mit M', 
I^ und F'; und addirl diese Producte, so hat man mit Kückeicht 
auf VIII. 

M' + N' + P" — a' -\- b' + c% 
und demnach die Gleichung der verlangten Fläche 
x^ -{• f -{- z^ = a^ -{- b' + c^ 
welche einer Kugel angehört, deren Mittelpunct im Mittelpuncte 
des EUinsoides. und deren Radius l/a' ■+- h'~^^^ ist. 
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Aufgabe 101. Ea soll der Schnitt der Ebene 
Ax + B^ -\- Cs -{- D = 
mit der Fläche J-'(a:, y, z) ^ (i bestinamt werden. 

liösung. Durch Elimination einer der drei Grössen x, y, z 
aus den gegebenen Gleichungen kommt man beziehungsweise auf 
die Gleichungen f{y, z) = 0, f^{x, z) = 0, /^{ä,, y) = 0, 
welche nichts anderes als die Projectionen der Schnittlinie in der 
Ebene yz, xz oder ley auedrücken. Da sich jedoch aus den 
Projectionen einer Curve die Beschaffenheit derselben nur mit 
Mühe erkennen lägst, so nehme man die schneidende Ebene zur 
coordinirten Ebene der se y, die Durchschnittslinie dieser Ebene 
mit der ursprünglichen coordinirten Ebene xy zur Axe der d, 
in einem Puncte derselben 0' als neuen Ursprung errichten wir 
senkrecht darauf in x y die Axe der y , und auf 0' x und 0' y 
ia O senkrecht die Axe der z. Nennen wir den Winkel 
(^a,-')r=9), den Neigungswinkel der Ebenen xy und isy, 0, 

und die Coordinaten des neuen Ursprungs 0<!/ = ä, so ist 

durch diese Bestimmungsstücke das neue ebenfalls rechtwinkelige 
Coordinatensystem festgestellt, und die Formeln in I. , Anfg. 46 
lassen sich mit Benützung sphärisch - trigonometrischer Grund- 
formeln in folgende umwandeln : 

X ^ d ■\- cos 9 . £c' — sin q:> . cos © , y' -|- sin ^ . sin . ; 
y 3= ij -|- sin 9) . a;' -j- cos (f> . cos @ . y' — cos 9) . sin @ . ; 
s = sin © . z/' + cos . z. 

Diese Ausdrücke für ic, y, z sind in der Gleichung der 
Fläche F{.x, y, e) = zu substituiren , und dann s' = zu 
setzen, man erhalt dann die Gleichung des Schnittes, die dann 
zur weiteren analytischen Behandlung lauglich ist. 

Anstatt nachträglich a'=0 zusetzen, substituiren wir allso- 
gleich in 7^(ic, y, a) = 

X = d -\- cos (f . oi — sin 9) . cos . y' j 
7/ = 5 -]- smtp . X -\- cos 9> . cos ® , y'\ II., 
s = sin . j/' I 

man gelangt dann unmittelbar zur Gleichung des Schnittes 
F^ (^, y') = 0. 

Aufgabe 102. Man stelle die Gleichung des ebenen Schnit- 
tes für einen geraden elliptischen Kegel auf. 
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Lösung. Nehmen wir die Basis des Kegels in der Ebene 
xy, die Spitze desselben in der Axe der s, so hat man für die 
Gleichung der Kegelfläche 

a^m^y'^ -)- b'^m'x'^ = a''b^(z — m)*. 
Setzt man in diese Gleichung die in der vorigen Aufgabe 
angedeuteten Werthe aus IT., so. folgt für die Gleichung des 
Schnittes 

Äy'^ 4- Bx'y + Ca;" -\- Dy' -\- Ex ■{- F = . . . (1) 
wobei die Coefficienten dieser Gleichung folgende Werthe an- 



Ä = a^m^ cosq)' coa@* + 6'm' aingi^ cos®^ — a*i' sin ®^, 
B ^ %m' 9,\aq> cos 9 cob@{ct^ — &'), 

C= a'm's.mtp' -\- 6' m' coa g:>^, 
J) s= %m(a^m8 cos ip cos & — b'^mdsra.q) cos ® -\- a^b'^ sin ©), 

E = ^m^ (a^ S sm ff) -\- b'^ dcos<p), 

Die obige Gleichung (1) ist geeignet, jede der bekannten 
Linien zweiten Grades zu repräaentiren, und man überzeugt sich 
davon sehr leicht, wenn man das charakteristische Binom 
{B' — iÄ C) aufstellt, das in unserem Falle positiv, negativ oder 
auch Null sein kann. 

Machen wir es una zur Aufgabe, die Richtung jener Ebe- 
nen auszumitteln, welche den Kegel nach Kreisen schneiden, so 
muss, wenn die Gleichung (1) in die Gleichung eines Kreises 
übergehen soll, ^=^0 und A=C sein, 

Der Ausdruck für B kann verschwinden 
1} für ein 9 = 0, d. i. ip = (i, 

2) ■„ coay = 0, „ q:) = 90", 

3) „ cos@--0, „ ©=90". 

Man erhält nach der ersten Hypothese q)^=0, aus der Be- 
dingungsgleichung A= C, cos @ = ± - Ix ^ "j.™ ä ■ 
Für q) = 90'' folgt c09@ = ± j|/|^^^, 

„0 = 90" „ sin 9 = ± ^^ J/^^^^. 
Dieser Werth von fäntp ist aber offenbar imaginär wegen 
6-<a> womach die Annahme von = 90" als unzulässig er- 
Bcheint. 
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Geht der elliptische Kegel in einen Kreiskegel über, so ist 
für ß = i, co9@ = ±l, d. i. ©=0 oder 270*. Man erhält 
alao, wie ohnedem bekannt, als Sciinittcurve nur dann einen Kreis, 
wenn die schneidende Ebene mit dem Kreis parallel geführt wird. 

Aufgabe 103. Man suche den Schnitt des Ellipsoides 
-j + ^ -1 — j ^ 1 mit einer beliebigen Ebene. 

Lösung. Schreiben wir die vorgelegte Gleichung einfacher 

wo M, N, P und Q positive Grossen sind. Man erhält für die 
Gleichung des Schnittes 

^/« 4- Sx'y' + Cx'^ + By' + E^' + F= 

A = J/ sin 9)* cos®* + iVcos qo* cos®^ -f" Psin©^ 

B = 2 sin g) cos (p cos @ ( A^ — M), 

C = Maosfp' + Nsincp^, 

D= %{N8coäf}> — Mds'mipjcai®, 

E = 2{Md<ioa(p-\- N8s,\n(p), 

F = Md} + iVÖ' — Q. 

Eb iat ferner 

B^ — itAC = 
= — 4[i^iVco8 0^ 4- MPcoä^^ sm&^ -{- iVP sin qo'^ ein®*]. 

Diese Differenz ist entschieden negativ, da nach der Vor- 
aussetzung M, N und P nur positiv sein können; es wird dem- 
nach ein Ellipsoid durch eine beliebige Ebene nur nach einer 
Ellipse geschnitten werden können, wobei die Varietäten dersel- 
ben mit inbegriffen sind. 

Wollen wir auch hier wieder diejenige achneidende Ebene 
finden, welche Kreise erzeugt, so bestimmen sich die Werthe 
von ip und & aus den Gleichungen .5 = und A=C. 
B verschwindet 1) für sin ^ ;= 0, d, i. tp := 0, 

2) „ cos ^ = 0, „ 9) = 90", 

3) „ cos@ = 0, „ &= 90". 
Nach diesen Annahmen folgt beziehungsweise 

nach 1) cos = ± y %Zp ' 

nach 2) cos@ = ± j/^^- 

und nach 3) cos 
eben so 6ndet man 



■ y M — N' 
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Wegen 



smq> = ±: \/ W^Tm' 

oder auch für 95 = 0, tang @ = ± 1/ p_ ^^ 1 

„ 9> = 90", tang @ = zb |./^J^> I. 

„ ® = 90^ tang <p = ± \/y^\ 

m — m ^ 
iN-rf 

folgt, dasa mindesteiis einer dieser drei Factoren positiv sein 
muas. Nehmen wir nun an, dasa ■■ f'_ - ß positiv ist, so ist diess 

der Fall, wenn 

a) J^ > iV und P> M ist, 
oder h) M-<]SI „ P<J1/. 

Nach der Voraussefzung a) ist 

N~M 
{N—M)<:ö und (P — JV)>0, demnach ^^r^. < 0; 

nach b) ist 

{N—M)>.<} und (P-iV)<:0, d.i. j£^<0. 

Eben ao findet man nach den gemachten Voraussetzungen 

N— p ^'^• 

Man hat ganz auf dieselbe Weise für ■ ^_i y > die zwei 
übrigen Bruche p_^ und - ^ - - -p negativ; tur ^-__ > 0, 
^ ■ und ■ _ „ negativ. Es ist demnach nur einer der Wur- 
zelausdrüeke im Systeme I. reeil. 

Da nun @ oder (p zwei Werthe bekommt, jedoch die Coor- 
dinaten des neuen Ursprungs d und Ö dadurch nicht bestimmt 
sind, so gibt es zwei Folgen paraller Ebenen, durch welche das 
EUipsoid nach Kreisen geschnitten werden kann. 
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Schreibt man statt M, N und P die Wertlie, 




Aufgabe 104, Man fälle vom Mittelpuncte eines Ellipsoides 
auf die Tangentialebenen desselben Perpendikel, und bestimme 
den geometrischen Ort für die Fusspuncte dieser Senkrechten, 

Lösung. Es sei ^ + fi 4- T = 1 die Gleichung der Flache, 
Für irgend einen Punct x y z dieser Fläche ist 

=ir + y + if = 1 (1) 

die Gleichung der Tangentialebene. Für die Gleichungen des aus 
dem Mittelpuncte des Ellipsoides auf die Berührungaebene ge- 
fällten Perpendikels ist 3: = -r^ . z 1 

Eliminirt man aus den Gleichungen (1), (2) und 

S + fr" + j^ = 1 (3) 

die Grössen x y z , so folgt die Gleichung der verlangten Fläche. 
Aus (2) ist —,=1%^^ Lz=-^, und mit diesen Werthen 

gibt die Gleichung (1) 

, c^ 8 / __ b'' )/ , a' X 

^ " x'' + 3^ +s^' y '^ a:' -l-y» +i"' ^ ~ ^^ +S^ + '"' 
Diese Werthe in (3) substiluirt, kommt 

«s^a ^ ;,aj,a ^ ^.^. ^ ^^, _j. ^, ^ ^^y 

für die gesuchte Fläche. (Sie führt nach Fresnel den Namen: 
Oberfläche der Elasticität.) 

Aufgabe 105- Eine Gerade und eine Kugelßäche sind ge- 
geben. Eine zweite Gerade bewegt sich derart, dass die feste 
Gerade rechtwinkelig geschnitten und die Kugelfläche berührt 
wird. Man bestimme die Gleichung der durch die bewegliche 
Gerade erzeugten Fläche. 

Lösung. Für die Wahl unseres Coordinafensystems neh- 
men wir die fixe Gerade zur Äxe der z , durch den Mittelpunct 
der Kugel die auf dieser senkrechte Gerade zur Axe der y, und 
die auf diesen beiden Axen senkrechte Gerade zur x-Axe. 
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Nennen wir das y des Kugeltnittelpunctea q, ho folgt für die 
Gleichung der Kugetfläehe 

*^ +2/*= + ^''- 253/ + 5' = ^= - ■ ■ (0 
Die Gleichungen der erzeugenden Geraden sind y = mx 1 . 

e = n i ^ '' 
Um die Bedingung zu finden, unter der die Gerade (2) die 
Kugelflaohe berührt, so folgt für den Durchschnitt der Geraden 
mit der Kngelgfiäche 

X = g"- ± V?='»' - (1 + m') (g' +'«■ ~ >-')" 

demnach die gcwünaehte Bedingungagleichung für die Berührung 

Eliminirt man aus dieser Gleichung und den Gleichungen (2) 
die "Werthe m und n, also jene Grössen, welche eine specielle 
Lage der Erzeugenden bedingen, so folgt 

(3:' + y^) (r^ — s") = q'^x* 
für die Gleichung der erzeugten Fläche. 

Aufgabe 106. Im Mittelpuncte einer gegebenen Ellipae 
ist auf ihrer Ebene eine Senkrechte errichtet. Ein Kreis von 
veränderlichem Radius bewegt sich so , daas sein Mittelpunct in 
dem Mitteipunct der Ellipae bleibt, seine Ebene die Senkrechte 
enthalf, und die gegebene Curve schneidet; man bestimme die 
Gleichung der eo entstehenden Fläche. 

Lösung, Man hat offenbar für die Leitlinie 

für die Erzeugende x* -\- y* -\' z^ = r^ 1 , 

y = otv)t1 '• '' 
Aus (1) und (2) folgt durch Elimination der Grössen x, y 
und 2 a^ni'r'^ +, h^r^ = a^b^ {\ -!-m*}. 

Eliminirt man auch hieraus mit Hilfe der Gleichungen in (2) 
m und r^, so ergibt eich eehlieealich für die Gleichung der ge- 
suchten Fläche 

(a'y' + l'x') («• + j," + .') = uH'[i' + y"). 
Wäre die gegebene Curve eine Hiperbel, so käme 
(a^y^ — b^x''){x^ -\- y'^ -\- z'') = — a^b^ix^^y^ 
wo also nur nötbig war — 6* für b^ zu setzen. 

Aufgabe 107. Man soll die allgemeine Gleichung einer 
Fläche finden, welche von einer Geraden erzeugt wird, die bei 
ihrer Bewegung einer gegebenen festen Ebene parallel bleibt. 
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Lösung. Es sei die feste Ebene durch die Gleichung 

ax ^ by + C2 = d . . . ._ . (1) 
Eine Gerade parallel mit der Ebene (1) laset eicli durch 
das System «^ + Äy + c. = 5 j bestimmen. 

d, m, n sind solche Werthe, welche eiuer willkQrlieten 
Aenderung fähig sind. Betrachten wir m und n als Functionen 
von S, setzen also m =/(^), m ^ ^(ß)\ so sind die Gleichun- 
gen der erzeugenden Geraden ax -\- hy -\- cz ^= S t , 
m .» + F[S)y = li ^^> 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen (3) die Grösse S, so 
kommt als allgemeine Gleichung der gesuchten Fläche 

f{aa! + 6y + es) . af -1- F{ax ^ by -\- cz) . y = \. 

Aufgabe 108. Die Gleichungen einer Curve im Banme 
sind gegeben ; man bestimme, ob diese Curve von einfacher oder 
doppelter Krümmung ist. 

Lösung. Es seien /(jk, y, 'A '= ^\ ci\ 

F(x.y,z) = o) • • • ■ ''■' 
die Gleichungen der gegebenen Curve im Kaume. Bringen wir 
diese Curve mit einer Ebene 

a* + Sy + « = 1 (2) 

zum Durchschnitt. 

Eliminiren wir aus den Gleichungen (1) und (2} die Grössen 
iK und y, so folgt die Finalgleichung in z, welche offenbar alle 
diejenigen Werthe dieser Grösse zu Wurzeln hat, die mit den 
noch zu bestimmenden "Werthen von 3J und y die Gleichungen 
(1) und (2) befriedigen. Für den Fall aber, daas die Curve in 
der Ebene Hegt, folgen aus der genannten Finalgleichung nicht 
mehr einzelne Zahlenwerthe für s, sondern es müssen deren un- 
endlich viele folgen, d. h. die Finalgleichung muss das s unbe- 
stimmt lassen, was aber nur möglich ist, wenn alle Coefficienten 
dieser Gleichung verschwinden, 

Diess gibt uns das geeignete Mittel an die Hand, die Ebene 
der Curve, falls diese von einfacher Krümmung ist, zu finden, 

Man eliminire aus den Gleichungen (1) und (2) die Werthe 
s: und y, so kommt man zur Finalgleichung in z. Setzt man 
drei Coefficienten dieser Gleichung gleich Null, so folgen die 
Werthe für a, & und c. Werden durch diese Werthe auch alle 
übrigen Coefficienten der Finalgleichung annuUirt, so ist die Curve 
Ton einfacher Krümmung, und nachdem die Werthe für a, b 
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und c bestimmt eind, so ergibt sich durch deren Sitbatifution 
in (2) die Gleichung jener Ebene, welche die genannte Curve in 
sich enthält. 




Aufgabe 109. Ein Punct M (Fig. 7) bewegt sich au£ 
einem geraden, kreisförmigen Kegel derart, daaa die Höhe, die 
er von einem bestimmten Punct A der Basis durch Ansteigen 
erhält, in einem eonstanten Verhältnisse zu seiner Winkelge- 
schwindigkeit stehe; welche sind die Gleichungen der dadurch 
entstehenden Schraubenlinie? 

Lösung. Nehmen wir an, der Punct habe sich von A 
aus bewegend in üf , die Höhe MP = z erreicht, hierbei von 
Oy aus gerechnet den Winkel (p zurüi'kgelegt, so folgt nach der 
gestellten Bemerkung 



und wegen ip = arc tang - 

Um aber auszudrücken, da 
gemeint sind, welche gleichzeitij 
80 haben i " 
Curve 



;s bloss jene Puncte dieser Fläche 

auch auf der Kegelfläche liegen, 

sohlieaslich für die Gleichungen der gewünschten 
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z = ar . arc tajiff-( 

»I. 

Aufgabe 110. Unfer denseiben Umatänden, unter denen 
sich, nach der vorigen Aufgabe, ein Punct auf einer Kegelfläche 
bewegt hat, soll er eich jetzt auf einem geraden, kreiaförmigen 
Cylinder fortbewegen; welche sind die Gleichungen der dadurch 
entstehenden Schraubenlinie? 

Lösung, Es folgt auch hier 



und 

CD ^= arc. tang -, 
daher 

z :^ ar . arc tang -, 
folglich gelten für die Schraubenlinie die Gleichungen : 
z = ar . arc fang ^1 jj 
x^ + y" = r^\ 
Die Gleichungen I., Aufgabe 109, gehen in diese IL über, 
wenn = 00 gesetzt wird. 

Aus den Gleichungen IL die Grösse y eliminirt, folgt für 
die Gleichung der Projection der Schraubenlinie in xz 

z = ar . arc sin - {«) 

Die Elimination geschieht auf folgende Art; 
aro tang - ^ — , 

- = lang — , 



^ + flf*, cotang^ — =: ) 
"II + cotang^ — I = i 



x^. cosec 

■ analjl, Gcometrif. 
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folglich z = ar . aresin -. 

Auf ähnliclie Weise folgt auch für die Piojection der Scbrau- 
beolinie in der yz 

s: ^ ar . arc cos - (J3) 

Zusatz. Um etwa die Gleichung (t*) zu construiren , so 
folgt für x = 

arc ein = 0, 7t, 2«, 3«, . . . 
d.i. a = 0, ar.Tt, %ar.«, 3ar.x, . . . 
für w = r 

arc ein 1 == |, 5 . |, 9 • |, 13 ■ |, ■ ■ ■ 

d.i. a = ar.|. 5ar.|, 9ar . |, 13«7- . |, . . . 
für A- = — r 

arc™(-I) = 3.f, 7.|, II . |, 15 . |, . . . 

<1. i. 2 = 3«r.|, 7a,-. l, 11«, . |, I6«r.|, . . . 
allgemein für x = x 

arc sin^ = 6, (rc— 6), — (a + 6), — (2je — i), (23E-i-S) . . . 
daher 
z = aTb, ar(% — V), — ar(ii-{-b^, — ar(ßit — h), . . , 
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Polarcoordinaten. 

Erklärung. Wir nehmen, um von rechtwinkeligen Coor- 
dinateii auf Polarcoordinaten überzugehen {Fig. 8) , die A x als 
feste Polaraxe, die x^ zur Basis des Polarcoordinaten- Syatems. 

Fig, 8. 




Bezeichnen wir ferner den LeitstraU AM durch u, den 
Polarwinkel durch y (Länge), nennen den Winkel der Ebene dea 
Leitstrahla mit der i»y, d. i. Winkel PQM^S (Breite), so 
folgt auB Fig. 8 sehr leicht 

IX ^ u COB y , 
y = M sin j- coad, 
2 = u 6iay ein S, 
und daraus wieder die Polarcoordinaten durch die rechtwinkeligen 
ausgedrückt : 



^■^y' 



,8y=- 



tangö 



!'>■ + »■ + ' 

Aufgabe 111. Man beaümme die Polargleichungen nach- 
folgender Flächen: 

I. Ax -\- By + Cz = D. 

Substitüirt man hier die vorher entwickelten Ausdrücke für 
J!, y und 3, Bo folgt 
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II. 


+ S + S = i. 




„: 


- -I-- ^ , flit a = S 1 


in. 


3' 


+ z^ = px, 

u = p cotang y . cosec y. 


IV. 


f 


p/cOST 




(p' eosJ» — psintf'jsin-;'" 


V. 


y' 
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Dritter Theil. 

Die AmvcnduDg der Differenzial- und [ntegralrechnung 
auf die analytische Geometrie. 
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Irrster Abschnitt. 



Erklärung. Xst /(x, y) = die Gleichung einer ebenen 
Curve, so ist für irgend einen Punct xi/ derselben die Gleichung 
der Tangente 

y — y = rff (^' — ■^)' 

demnach für denselben Punct die Gleichung der Normale 

y —y = - j^(*'-^); 

x' und y bezeichnen die laufenden Coordinaten dieser Geraden. 

Gleichzeitig hat man für die Länge der Subtangente den 

Ausdruck y . -j-, für die Subnormale y ■ -J^- 



fur die LUnge der Tangente y 1/ ^ ~^ d~^' 

» » » » Normale y 1/1 "^7^" 
Aufgabe I. Man suche die Gleichungen der Tangenten 
und Normalen, so wie die Längen der Subtangente, Subnormale, 
Tangente und Normale für die nachfolgenden Curven : 
1) Es aei xy = k* die gegebene Curve. 



Hier 


folgt 


dy _ 


: — — , man hat demnach 




ieGl 


eichun 


g der Tangente i/' — y 


= -^(x'-:.) 


, oder re- 










ducirt ^y -j- ^' 


■j, = 2P, 






„ 


Normale y —y 


= S(--— •)! 






die L 


länge 


der Subtangente 








: 


" 


„ Subnormale 
„ Tangente 
„ Normale 


h' 






= iyk' + *•, 






= f.Vk' + .: 




Wie 


läast 


sich 


an die gegebene 


Curve mit Hilfe der Sob- 



litngente die Tangente conslruiren? 
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2) !,' = px + qx: 




Wegen g = ^f^' folgt 




y - y = m^' (x' -«)... Gleich, der 


Tangente, 


!''-y = -FTki'-'~'^ • ' 


Normale. 


Sub.g. = ..';^i^, 




Subn. = ^ + 93;, 




Tangt. = ^^Y^Vip 4- 25^)^ 4- 4i,^ 




Norm. = ^y(p -i^2qx-y + ii/^ 




3) ^a^» + B2/^=C. 




d^=^ ~ B~g' 




— y ^ — ^ (a:' — 3!) , oder reduoirt 





Axx + jByj/' ^ C die Gl. der Tangente, 
- y ^ 7^ (ce' — x) oder -ia;j/' — .Bya;' = xy{A — B) 
die Gl. der Normale. 
Subtg. = i« - ^, 

S-b"- = -^ 

langt. = i YA'x' + B's', 

Norm. = ^yA'x' + B't/'. 

Maa hat demnach für ~t + j^ = 1 wegen 
^ = 6', S = a', C = a'b' 
die Gleichung der Tangente h^xx -^ a'^/;/' ^ a'b', 
„ „ „ Normale a'yx — b^xy = c^xy. 

Subtg. = — ^^. 
Subn. = — ^ . X, 



langt. = l-\/a'y' + l^x\ 
Norm. = T )/a*y^ + ^*a:^' 
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4) V' = l 



iy 
dl 


_ (8 
(2 




(2,-. 


^('■' 


-x) die Gl 


(2,-1 
(3,-, 


^C-' 


— *) » „ 


Subig. 


(3r 




Subn. 


(3r 

(2' 


^. 


Taugt. 


r 


rySr-Sj^ 


(3, 


-.)V2r-. 


Norm. 


,.V,V8,-3r 



Änmerk. Wir haben die gegebene Gleichung y^ 

bereits im ersten Theile, Aufg. 205, näher betrachtet. 




Ist MT 'die Tangente im 
Puncte M (Fig. 1), also FT 
die Subtangente, so folgt diese 
auf folgende Art ; Man ver- 
längere AB, mache BC^^r, 
und verbinde C mit N, d. i. 
der Durchschnittspunct der 
Ordinate MP mit der Kreis- 
peripherie, errichte in N die 
auf NC senkrechte Linie NT, 
so ist T der verlangte Pnnct, 
der mit M verbunden , die 
Lage der Tangente vollkcm- 
men bestimmt. 

Um diess einzusehen, be- 
denke man, daas 

NP'=.PT.PC 
ist. Wegen NP = x(2r — te) 



welcher Ausdruck nach der früher geführten KecLnung mit der 
Subtangente einerlei ist. 



y Google 



6) 


I- + y- = 0-. 


-m) oder 


,>/"-'■ y + 


Gl. der Tangente, 




Subtg. = 
Subn. = 
Tangh = 
Norm. = 


-^), GL. 


ler Normalt 






"-•- + f- 






■'-' + y— 


^. 


6) 


j,» = Ol— '. 




--M, 






y'-y = ^ 


^(«'-. 


^) Gl. der 


Tangente, 




!tl 


I . , 


') „ , 


Normale. 




y -y--^ 


^^'-'' - 




Snbtg. = - 


S' 








Subn. = ^ 

Tangt. = ~ 
Norm. = 


— "»■ 








ijK^ 


■ + {m~\ 


öv, 




£ v;^ 


■ + (™-I 


üv- 


f) 


«j. = ,..+■. 


Ä = ; 


li(^ 






?' — » = - 


-£(-■- 


a.) Gl. der 


Tangente, 




'J — y = 


y(«'- 


«) , , 


Normale. 




Subtg 




!, 






Subn. 
Tangl 


_ y^ 








,. = .,' + ,>, 






Norm. 


= i-.y' 


.V + n'. 
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8) ?=,(«" + « "). 

;/' — !/=; |{e™ — e *"} (ic' — a) Gl. der Tangenfe, 
y — y =■ ; — i.^ — ■«) n ), Normale. 

Subtg. = ». . l^Ü, 

Subn. = ~(e"' — e '"), 
Tang. = I . ^>-"7. 
Norm. =^. 

9) j. = «.;^. 

dB _ « 

y — y = - (3.' — a.) Gl. der Tangente, 
y — y ^ — -(■'-■' — 3:) „ „ Normale. 
Subtg. ^ xl . ~, 

Subn. = , 

Tange. = i . J ya' + x'. 



Norm. = - ]/\'' 



^) X = r arc cos - — - — V^ry — ji". 
il — 1/2^^^ 

•! • ~ V ~ir • 

y' -y = \/~^ {"' - ') Gl- <ler Tangente, 
y' —'y = — yz^r^i':' — ':) ^ , Normals, 
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Subtg. = yl/,^, 

Subn. = yi,y-y', 

Tangt. = s \/j^,. 

Norm. = \/%ay. 
Aufgab« 2. Man soll den Winkel beatimmen, unter wel- 
chem sich zwei gegebene Curven schneiden. 

Lösung. Sind die Gleichungen der Curven 
g =/(^) . . . m und j' = F(^) . . . (2), 
und *=«', y=y' die Coordinaten eines Durchschnitlspunctea 
der gegebenen Curven, ao verstehen wir unter Neigungswinkel 

derselben im Punct \ , den Neigungswinkel, welchen die in 

(y=y 

diesem Punete an die Curven gezogenen Tangenten einschliessen. 
Es folgt demnach sehr einfach für die Tangente des Winkels 

£y' dy_ 

lango = ^ '" d" ^" 



und tang S 



-Y^ 



2) Es seien die Cnrveu gegeben " 
Es i.. g = - %. 

J£ _ 1 1 /P 
dx ~ ZV x' 

und nach I. tangd = yth'-2a') - 

3) Fiip y' = ^(2<.i' — 3i'") 

und j/" = 2Sa! — x^ 

d/ _ l i-J 



folgt 



-'-.It-,1V2;~. 



:'V2».-x' + l(»-»)(»-«) 
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^ {2ase — x^) = 2b.v 



Für die Grösse x tolgei 
die Werlhe a=:0 und x ^ - ■ v -r . 

Aufsabe 3. Man soll für eine gegebene Corve die Glei- 
chung der Tangente finden, welche mit den Coordinatenaxen ge- 
gebene Winkel bildet. 

Lösung. E. ,6, y =/W (1) 

die Gleichung der Curve. 

Ist ferner /' (:l') = -p = a die gegebene Tangente des Nei- 
gungswinkels , so folgen aus den Gleichungen y=:f(jc) und 
f'{x) = a die Coordinaten des Berührungspuncfes. 

So hat man beispielsweise für die Gleichung j/ = ±]/j5^ — m^, 
£? = ± ^ =: „ 



und hieraus 



i die Berührungs- Coordinaten. 

Für«==l, H = ±'^' 
(?/ = ± oo. 

Fig. 2. 




Für die gemeine Parabel 

s''=p'-'^Ä = ^l/^ 

und wegen -^y - ^== O" 

* = ^' und y = j^ 
die Coordinaten des Berüh- 
rungspunctea, 

Aufgnbe 4. Man drücke 
die Längen : Subtangente, 
Subnormale, Tangente, Nor- 
male durch Polarcoordina- 
ten aus. 

Lösung. Ist die Glei- 
chung der Curve RS (Fig. 2) 
für rechtwinkelige Axen 

fix, y) = . . a) 
und belassen wir den Ur- 
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Sprung als Pol des Systems, die a;-Äxe als Polaraxe, eo hat 

man für den Punct ^^j^ = "cosy, 
( !/ = M Bin tp. 
Man hat demnach nach (1) /{ucosq), waiDq:>)^0 oder 
u = F{^), die Polargleichung der Curve, 

Ferner ist dx = cos <p . du ■— uemtp . dtp, 
dy ^ uGOBip . äff -]- sin (p . du, 

du , 

sin (p . "i Hm cos w 

, , d'J ^ drp ' ^ 

daher — ^ 2 ^^ *^"S "■ 

Wegen to = d — <p, 

, taagd — taagq) _ dip 

tangra = -. — ; 7 — r- — j tangra = ^i . -r-. 

" 1 + taug S ■ taDg (p ^ du 

Nach Figur 2 ist 2" die Subtangente und ON die Sub- 
normale, wobei ^2" senkrecht am Leilstrahl OM gezogen ist. 
Es folgt demnach aus dem Dreiecke TOM 

0T= Subtg. = M^. ^, 

OA'=Subn. =4^. 

MN =^orra. = J/^« + ^. 

Diese Formeln wende man auf nachstehende Gleichun- 
gen an: 

1} w ^ a(p (Archimedische Spirille), 
Subtg. = ^, 
Subn. = a, 
Tangt. = uy\ -\-<p\ 
Norm. == l/w^ + <*"■ 
2) u . (p ^ a (hiperbolische Spirale), 
du „ ^ 

Subtg. = — a, 
Subn. = ~ -„ 
Tangt. = uVl -\- (f", 
Norm. = AVl + 9"- 



y Google 



3) 

der I 
gente 

*) 


Wir bemerl 
tadius Vect( 
hat. 

»+V.--, 

Subtg. 
Subn. 
Tangt. 
Norm. 


(logarithmis 

Subtg. 
Subn. 
Tangt. 

Norm, 
ien hier ncx 
3r immer e 

,f = i 
■/» 
du " " 

Subtg. . 
Subn. = 
Tangt. = 
Norm. = 

= _ £11: 


che Spirale). 
:. m . oe"». 

=- ; 1/1 + «.', 

= «1/1 + ».". 

;h überdiess, daas wegen lang w ^ - 
ine gleiche Neigung gegen die Tan- 




■ 




„■|/o= -K' 




= 1/^1^. 


5) 


= ;)/2a'-»'. 

eii'smg; 
lin^ ' 




0(1. 
1 1 

— ..In» •■ 
:- = "" 

Subtg. = 
Subn. = 

Tangt. = 


-fi')' 




'o>(l — «') +<!=«-»iu9)', 


6) 


— ^-1 — 2fiC0B5) + «'. 
.5P"-'. 




; )/•»" + f". 



Norm. = aip'^—^y'e' 
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3ao 

afp 2 y <p ' 
Subig. — 2»|/^, 

Subn. =i|/ f. 
Tangt. = »|/l + lil 
Nor». = |/7Tf . 
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Zweiter Abschnitt. 

Asymptoten. 



Erklärung. X)ie Gleichung der Tangente in einem be- 
liebigen Puact X, y der Curve y =^ f{x) ist 
y' — y =^ ^ (a.' — x) oder y => f (w) . / + /(*) ~ xf (a:). 

Nähern sich die Auadriioke /' («) und /{«) — xf'{x) für 
unendüch wachsende a' oder y bestimmten Grenzen , so gibt es 
eine beetimmte Grenzlage der Tangenten, welche feste Gerade 
man eine Asymptote nennt. 

Setzt man für unendlich wachsende a: oder y 

\imf^xi = Ä und lim [/W - »/(i)] = B, 
SO iat die Gleichung der Asymptote 

y' = Ax' + B. 

Zuweilen ist ea einfacher, die Abschnitte der Asymptoten 
auf den Coordinatenaxen zu rechnen. Für den Abschnitt auf der 

Abscissenaxe hat man dann A2'= ä! — V -"^i auf der Ordina- 
tenaxe, wie früher, /(«) — j/' (jc) oder y — ir . --■ i= A S. 

Aufgabe 5. Man bestimme für die folgenden Curven ihre 
Asymptoten. 

1) aiey + hy -\- ex + d = 0. 



Hieraus 



£? __ _ "Jf + e 
<fr ax+b 



und ^ = lim - ^1^ («) 

5 = ]imL+.:.^l . . . . (ß) 



1 + 



ay + c' 

für X ^ oci ergibt sieh y = — - 1 



Aus (1) folgt y = — — ^ und 
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Mit Ri'ickaicht auf <]ie gegebene Gleichung (1) ist 

■B = l™=;äT?^ • ■ • ■ («) 

In (a) und (tf) die Werthe aus (y) gesetzt, folgt 
A = 0, B = — ^ 
und A = oo, B = CO; 
die Asymptoten haben hier demnach die Gleichungen 

j( = — - - und a; =^ ~ -, 
diesB sind Gerade, beziehungsweise parallel mit den Axen *■ 
und y. 

2) 3xy — 2j/ + 3« — 5 = 0. 

Mit Rücksicht auf die vorige Lösung hat man auch hier 
zwei Asymptoten, deren Gleichungen t/ = —l und aj = ^ sind. 

3) y* — 3x' + 2;^ + 5x + 6 = 0. 



demnach A = lim 



,. 6at — 5 
— "'" 2(j+ D' 

.. -12^ + 5:^-1- 12) 


- IS 




2(s+l) 

- 1 ±2 Va^" — 51 - 




2 

ar — 5 


± 


Y-i 


1 ±21/3^' _5i_ 6 


5a^ + 11 ±'iV3x' — £ 


.^' 


- t) 



die Gleichungen der Asymptoten sind demnach 
5 + 21/3 



y = + 1/3 . 

und y ^ _ ]/3 . ^ + A^ 

4) 5^/* — ic" + 6y + 4a; — 10 = C 



2t/3 





a; = 


2 ± 1/52/^ + 61/ 


— 6, 


a: — 2 


— lim 


Bj + S ~ 


= ±^. 


10 — 3y - 


-2i 


. ,.„, 6-%=F2y5f.' 


+ b> - 6 






A.ympl. ^ j 3-ZV5 
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6) 


{x~\)y - 




= 0. 

^ — 2i — 


1 




(.-!)■ 


' 




A = ; 


Km''^"'^ 


-t= I 


1 




(. - 1)> 


un 




B = i 


'■»Ä 


= 2 






Asympt. y 


= a! + 2 


liod 1! 


= + 


«) 


xy' = «. 









AS=y — a:.-£ = -ly, 
AT=^x ^ y .'^^ =.5x. 
Aus 6) folgt filr tc = oo, y = 0, 
„ y = oO,a: = 0, 
demnach ^5 = 0, AT = oo, 
und. ^S = oo, AT = 0. 
daher sind für die vorgelegte Curve die Coordinatenaxen die 
Asymptoten. 

7) y-i = pa: + qx". 

dl/ j) + 293: 

~ 2^' 



: lim^t^ = Hm "^''"'^ = ± K?. 



S = lin 



Diese zusammengehörigen Weriha von A und /? können 
natürlich nur so lange bestehen, als q eine von Null verschiedene 
positive Zahl iat, woraus folgt, daas unter den Kegelschnittelinien, 
welche durch die Gleichung 7) repmsentirt werden, nur die Hi- 
perbel Asymptoten besitzt. 

Für den vorliegenden Fall 

, = ± i/i . . ± ^. 

8) s' - (1 - .=) (<•■ - X-) = 0. 

£j _ (.■ - 1) I 
d. y 
A — 1:-. (g' ~ ]) ■ a^ _ ,. W - 1) ■ ^ . T/„2 _ , 



y ± V(i - <•) I»' - ■■) 

B = lim '''~"'' = 0. 

demnach Asympt. ?/ ^ ± |/e'' — 1 . at. 
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Dass liiar die wesentliche Voraudsefzung e >- 1 besteht, 
bedarf wohl keiner näheren Eröiterung, 
Q) y^ = - 



"> y ■ 


P-i-i:c- 




/," ,;,,^.,„, Ode, wege„p + 4», ^. 




dl- 2:^= ■ ^■ 


Für 


X =s oo, y imaginär. 




J, = oo, cc = _ |, 




^_li„'"'+=-.,_oo, 




^'---S-|7^S5. 


oder für 


S = DO uod X = -f 




^r = -5. 


Die 


eiuzige Asymptote für die vorgelegte Curve hat dem- 


n.ch die 


Gleicliung x = — ^, 


10) y' 


2y— x' 




1. ,xir^.y -^^ 3,-,- 


Für 


X ^ oo ist 2/ imaginär, 



Es ist ^ = limi^^ — ^ = 00, AT = 2r, 
daher x = %r die Gleichung der gewünschten Asympto 
II) y = ae"-. 



^ t= lim am«"" = oo, 
AT = X — y .^ = X —-, 
demnach auch ^2'= 6a. 

Die vorgelegte Curve hat also keine Asymptoten, so lange 
m positiv vorausgesetzt wird. 

Ist jedoch m negativ, so hat man wegen 



il . 



^ = 



= lim (y - a. . ^) = lim ^-^^ = 0, 



demnach ist y = 0, d, i. die Abscissenaxe , eine Asymptote ! 
Curve y = «e-"'* 
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12) «• + ,> = a'. 

und für « = 00 A ^= — 1, 

AS = y — X . -J^ ^==: ^. 
Da für a) = 00 j/ ^ 00 folgt, po ist lim /l S == 
die Gleichung der Asymptote ys= — x. 

13) yM^' + y') = -ß*. 



'±y^' 



oder 



«]. i. für « ^ 00 folgt j^ = , daher 



und ^5 = - 



oder für x = <xt und y =; , lim ^ S = .S =! 0. Ea ist sofort 
die Absciesenaxe selbst eine Aaj'mptote zur gegebenen Curve. 



AS = 



(6' - y»Ha -H j) - 



Ans Gleich. 14) folgt für x = 00, j/ = 0, 

„ y = 00, 3: imaginär. 
Jeder dieser Brftehe durch x^ dividirt, dann x = oa und 
T/ = gesetzt, gibt A = B ==0. Es ist demnach wieder dio 
Abscissenaxe eine Asymptote für die vorgelegte Curve. 
15) ay^ 4- bx^j + ox^ -\- dy -^ ex -\- f ^ 0. 

dj _ b!/ + 2.cx-i-e ,,, 

dx ~ 2ay + b:c + d ^" 

A<i — 'ly + er + 2f „j 

^*5--2«^ + 6.-Hrf (2) 

Da in diesem Falle, so wie in vielen ähnlichen es nicht 
leicht ist zu sagen, was aus y wird, wenn das x unendlich ist, 
so bestimmt man unter aolchen Umständen besser das Verhält- 
nise -, indem man in Gleich. 15) y = k.x setzt, und den Coef- 
ficienten k für x = oo ermittelt, 
In diesem Falle folgt 

(ayfc» + &ft + c)^* + {dh + e) .T + f = 0, 
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und hieraus 


i-d 


-(« + 








,)it/(rft + ,p_4/{a, 


fc» -i- tt + e) 


Dieses x wi 


aber nur unendlich, wenn ak^ 


4- tfc -1- <-■ 



Nennen wir diese beide Werthe von k, ^, und /e^, so folgt 

jetzt weiter, wenn man in (1) und (2) y = \x und p = h^x 

setzt und ä unendlich werden läast, 

bh, 4-2e /_ dh, +e 

2ak, -1-6 , „ 2ofc, + (.' 

^, ', ' und if = ( ,, , 

6 fc, + 2 e j ^ dhj -j- c 

Sa^Cj -i- b \ 2ak, + 6' 

Die Werlhe von \ und ^2 in <l'e Ausdrücke füi" Ä eubsti- 
tuirt, 80 sieht man leicht, daea — „ fe4- 6 ^^ '^ '^''' bezeichnet 
mau noch die respeotiven Werthe für JB mit Pj und j3j, so hat 
man für die vorgelegte Curve die Asymptoten 

y = i, a- + Pi und y = h^at + Pa ■ 
Die vorgelegte Gleichung repräsentirt eine Kegelachnitta- 
iinie, und da ist klar, dase keine Asymptoten vorhanden sind, 
wenn h"^ — 4ac-<:0, d. h. die gegebene Gleichung eine Ellipse 
vorsteüt, nachdem hier die Werthe \ und h^ imaginär werden. 
Ebenso existiren keine Asymptoten, wenn &'' = 4oc, d. h. die 
gegebene Gleichung eine Parabel vorstellt, da in dem Falie ß^ 
und /Sj unendlich werden. Es bleibt also nur die Hiperbel übrig, 
welche aber stets zwei Asymptoten besitzt. 
16} yä + x' — ^xy = 0. 

dJ ~ yl — k' ' — yi_j;" 

y :=.kä! in 16) gibt k'x -J- ^ — 3A = 0, hieraus äi = ■ ^ ■ . 
X wird nun unendlich für /c = — l, demnach y = —. s!, und 
hiermit A = B := — 1 , also y ^ — a— 1 die Gleichung der 
Asymptote, 

17) i/* — iC* — 4aa.j)* = 0. 



iy_ ^° + "^' 



AS = ■ 



Für !/ = fca; folgt aus 17) x = p^, "nd für /: = ± 1 
wird x = oo, somit 

und y =^ — X ■ — a die Asymptoten. 
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18) aa.-* + 4&'«)/ — oy* = 0. 

tl = "^' + '^'!' Aß ^^ 2b' ry 

dx cy" — b'x' cy' ~ b'x' 

In dieaem Falle ist fc=:± |/ -, hiermit 

A = ±^ \/~, B = 0, 
demnacb für die Asymptoten 

19) y'" = «^-1 4- a-. 

Hier y = Äic in 19j gesetzt, gibt m = ~ — , Nehmen wiv 
k^l, 80 haben wir für die Gleichung der Asymptote 

20) !/ = a . sin*-. 

dV ab b 

-p- ^ — ~ . coa -, 

AS ^= 1/ •]- — . C08 -. 
Da für x=^oc, y = Q wird, bo folgt j4 = und 5 = 0] 
also ist die AbscisBenaxe eine Asymptote. 

21) iß = eos^. 



;j; sin — \- 2ary 

AS ^ '■'' . 
%x,j + »i» '- 
Wegen x = oo, j^ = ± 1 folgt 

^ = und 5 = ± I , 
die Curve 21) hat souach die Asymptote y = ± 1. 
22) y = t±^. 



äS = im^Dy - ■—. 

Da für le = oo, j» =; wird, so hat man ^ = 5 = 0, dem- 
nach die Abscisseiiaxe als Asymptote. 
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23) 



+ 


s' 


+ 


ein 


,1 


= 0, 












■I5 


= 


j/COä 


f-3ä" 






ic'y' 


-1- x G08 


^' 












— 3« 


..inf 





fiir k = — 1, i»=:oo, demnach ist daa eiitaprechende Verhältnisa 
zwischen x und y^ - = — 1 oder y = — x, daher ;/ = — a^ 
in die oberen Ausdrücke für ~ und AS gesetzt und ic = 00 
genommen, so hat man als Gleichung der Asymptote 
j -|- a! = 0. 
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Dritter Abschnitt. 

Concavität und Convexität. 



Erklärung. Jjja ist bekanntlich eine Curve in irgend ei- 
nem Puncte gegen die Abacisaenaxe convex oder concav , je 
nachdem der zweite Differential- Quotient ^— j für diesen Punct 
mit der Ordinate y dasselbe oder daa entgegengeaelzle Zeichen 
erhält. 

Die Concavität oder Convexität einer Curve iässt sich dem- 
nach nach einer beliebigen Gegend hin untersuchen , was dana 
weiter bloss von der angenommenen Lage der Abacisaenaxe ab- 
hängt. 

Aufgabe 6. Es soll diese Regel auf die nachfolgenden 
Beispiele angewendet werden : 

1) {x-aY + (y-^)'' = »•'■ 

Diiferenzirt man diese Gleichung zweimal, so kommt 

(^-a}d^ + (y--^)dy = 0, 

da-^ -f- dy'^ -j- (y — ^)A^y = 0, 

und hieraus ^ = — W=^^' 

Man sieht hier leicht, daaa für ein positives xj und >(3 
^<0 ist, daher die Curve in diesen Puncten concav ist. 

Für ein poaitivea y und < |3 iat ^ > 0, daher die Curve 
in diesen Puiiclcn convex ist. 

Dieae Betrachlung ist erschöpft, so lange (3 positiv und 
>)■ iat. 

Ist (3 positiv aber <r, ao kommt zu dem Obigen noch 
hinzu (3 negativ, und dann ist j-f- positiv, d. h. die Curve unter- 
halb der Absciasenaxe durchaus concav gestaltet. 

Wie verhUlt es aicb, wenn ß selbst negativ ist? 
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2) axy -\- hy -\- ex -\- d = ' 
Hieraus folgt ~ = 1a . 



Sind a und e positive Zahlengrüssen, bu wird für jeden po- 



Curve für eämmtlichePuncte oberhalb der Abseissenaxe convex eein. 
Ist y negativ aber numeriecli ■<. '-, so bleibt —{ positiv, 
also dieses Cur ven stück concav; macht man jedoch 1/ negativ aber 
numerisch >■ ^, so wird auch ^-^ -< 0, und die Curve ist convex. 
Der Nenner {ax -\- 6)* im zweiten Differential- Quotienten 
wurde bei der Untersuchung weiter nicht gebraucht, da er unter 
allen Umständen positiv ist, x mag positiv oder negativ genom- 
men werden. 

3) ^a:y — 1y + 3a- — 5 = 0. 

d^y _ 18 (y + 1) 
Ax^ (2 — 3j)" 

oder drückt man -j-f durchaus durch y aus, so folgt auch 



Es ist hier 
für y pos-, yl po8., daher die Curve 

„ y neg. und <C 1, ^J pos., „ „ „ 



4) (x-I)j = 


. «(« 


+ 1). 


4 






für Ä > 1 iet 




y pos. i 


»^Ö 


■ pos- 


Curve: convex, 


„ s<l „ 




j lieg. 




neg. 


convex, 


„ X neg. und 


<1. 


S poB. 




neg. 


„ concav. 


„ X neg. „ 


> 1, 


S neg. 


., 


neg. 


convex. 


6) y' - (1- 


«■) W 


— x^) = 


: 0. 








d' 


y __ 


a' (<■:'■ - 


lil 





Unter der Voraussetzung, dass ß>l sei, liat man 



=, »eg.jf, „ pOB. 
Die KrümmungaverhältniBse sind also für sich klai'. 
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6) by^ — a-= -f 6)/ + 4a: — 10 = 0. 
fs 33 

für y pos. ist y4 poB, uud die Curve c 

„ y "ßg- 'vliei' < § m >, pos. „ „ „ concav, 

„ y neg, „ > ^ „ „ neg. „ „ „ convex. 



Das KaiHonnement wie in 6). 

Note. Es folgt nach einer einfachen Keciinung iiltgemein 
aus ay^ + hxy + «*•" + rf|/ + fia- +/= Ü 

da:" (2oj. + ia; + d)» 

8) {1 +*■■=) y = .T. 



i pos. , 1 /o 1 t poa, , ii'ii (pi 

L- i abei' num, >■ y ä. dann « { und -^ < 

( neg. t neg. « »^ ( m 



pos. 



: 1/3. 



d'y ! lief 



Nach diesem läast sich nun die Krüinniung leicht heurtheilen. 
9) x = b -{■ c(y-ä)i 

Man hat dx = -^ (t/ — aj~ ■' dy , 

hieraus -^-4 = 



icHy-'^y- 



rar y pos. und >■ a, y% P°' 



„ y pos. „ < a, „ lieg-, 
« 2^ neg. „ ga, „ neg. 
Das Verhältüiss der KrümmulDg ist wieder für sich klar. 

Hier i8t ydy = (2rZ ^] ^ ■ '^^■ 

nochmals differeuzirt und durch dsc^ dividirt, 

— tlr-x)' 



; + 
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Im letzten Auedrucke efalt y* aeinen Wertli in x, folgt 



Nun iat aus der gegebenen Gleichung 

demnach ~ ^= -~- («) 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Curve oberhalb und unter- 
halb der Äbsciaaenaxe gegen dieselbe conves gestaltet ist, 

") »• = - ^, 

Hier ergibt sich der zweite Differential- Quotient mit Hilfe 
des in 10) gefundenen Resultafes. 

Zu dem Behufe schreiben wir die Gleichung II) 



jr 



und in obiger Gleichung («) | staft x und — | staft 2v, dann ist 

12) a;y* == a. 

d'y _ 5y 

da' "~ 163;'" 

Die Krümmungsverhälfniase ähnlieh wie vorhin. 

13) y* _ a^t + a;" = 0. 

Hieraus ist y = ai'j/l — cc 

Betrachten wir bloss den Curvenzweig oberhalb der Ab- 
eeissenaxe, so bleibt y reell und positiv für alle Werthe von 
3; = — oo bis a;=-l-l; hingegen j\ bleibt nur positiv von 
X ^= — c« bis zu jenem Werthe von x, woför 15:«* — 24a; -|- 8 
zum ersten Male Null wird, d. i. bis a; = 0-473. . . 

Es ist daher die Curve convex gegen die Abscissenaxe in- 
nerhalb ic = — oa bis x = 0*473 . . . 

Von diesem Werthe von x, d. i. von 0'473 angefangen bis 
ic=l, bleibt y positiv; hingegen wird t-4 negativ und die Curve 
ist innerhalb der Abscisaen tc ^= 0'473 ,. . biacc = l concav ge- 
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833 

gen die Abscissenaxe gestaltet. Für ik> 1 wird y imaginär, und 
cnträllt demnaoh eine weitere Untersuchung. 

14) j, = a^-. 

Verstehen wir unter ß eine positive Zahl , so hat man für 
ein positives oder negatives t» sowohl y als auch ^— , positiv, und 
demnach die Curve in ihrer gaozea Erslreckiing gegen die Ab- 
scissenaxe convex gestahet. 

Es ist leicht begreiflieh , dass dasselbe Statt finden musa, 
wenn a eine negarive Zahl ist. 

15) m =^ a . arc cos - - — "[/'Zay — y'. 



dx - 



yiv 



V2ay 



Die Gleichung |/2«?/ -r- ^^ (ij.= y dy nochnaaU differeozirt, 

•■ — ' ' ■■ — — . diedy ^= y d^y + dy^, 
Vüay-s' _ ^ y y -r ,'' ' 

hieraus -j-^ = — ^ . 

Die Curve ist denanach gegen die Abi 
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Vierter Abschnitt. 

Besondere Puncte der Curven. 

a) Wendepuncte. 

Erklärung, ttenn die Concavität einer Cucve in die 
Convexität übergeht, so muss -~ sein Zeichen ändern, und folg- 
lich durch Null oder durch daa Unendliche gehen ; die Puncte, 
wo diese Aenderung vorgeht, heisaen Wendepuncte (Inflexiona- 
puncte). Hat man ferner aus j4 = oder oo mit Zuhilfenahme 
der gegebenen Gleichung y=f{x) die correspondirenden Werthe 
für X und y gefunden, wofür möglicherweise ein Wendepunct 
bestehen kann, so hat man doch noch überdiess den Lauf dieser 
Curve in der Nahe dieses Punctes zu unteranchen, und zu sehen, 
ob (bei willkürlich kleinen Werthen von h) für {x -\- k) oder (a- — A) 
statt X, -j^, wirklich entgegengesetzte Zeichen erhält. 

Aufgabe 1, Man bestimme die Wendepuncte folgender 
Curven : 

l) y = 1 + cS.a,-a): 

Wir setzen voraua, ea sei n ganz, positiv und >-2, 



Ka lässt sich alao erwarten, dasa im Puncte | , ein 

\ y T= b 

Wendepunct sich befinde. 

Setzen wir nun a^h in (a), so folgt 

Dieae zweiten Differential -Quotienten für die nächsten Puncte 
der Curve nehmen verschiedene Zeichen an, wenn n ungerade ist, 
und nur dann hat man einen Wendepunct. 
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2) y = h + c{x-af. 

für at = a wird j4==co, und für tt±A statt « nimmt -j^, ver- 
schiedene Vorzeichen an, daher ist j ein Wendepunct der 

gegebenen Curve. 

3) j, = X + (« — af. 



für ^ = a wird -T-| = oo, und für iC^aiA ist j-^=~ — -,-, 

also positiv und negativ, ea findet demnach im Puncte j __ 
eine Wendung Statt. 

i) y = a: + d6i>!' + 2x-= — x*. 

g = 72 + 12^ — 12*2 . . . . (a) 
•^ = gesetzt, folgt a; = 3 und x = —-2, 
x = 3±h in a gesetzt, g = 12(rF5A + /*'), 
eben so für x = — 2 ±: A, ^ = 12 (± A — A^). 
Die vorgelegte 'Curve hat demnach zwei Wendepuncte 
,x ^ 3 (X = — 2, 

f y = 300 "° h = 110. 

5) (x-I),y = ^2 + ^^ 

für x=\ wird -^ = 00, jedoch ist j/^co, und der Punct 
i kann ollenbar liein Wendepunct sein. 

6) x^ — awy — b'^y = 0. 



-~ = gesetzt, folgt bloas die reelle Wurzel .« = 0; hiefür ist 
y = 0, und ea iat möglich, dasa der Uraprung ein Wendepunct ist. 
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und 



welche Differential -Quotienteü für die kleinsten Wertlie von h 
offenbar entgegengeaetzte Vorzeichen haben, demnach ist der 
Ursprung wirklich ein Wendepunct. 

1) y = -n^.. 



ix' Ü + .")> ■ 




s™^^""'°'i::±K3. 




ffi.« = o±iwwg = ii^|A.<i.i 


lieg,, 


-^ . =^?B?. ■ 


|108. ; 


.„. = + K3±.wwS = Mi|^i^, 


d. i. po... 


, -6i' + SV3i--l 




»»■' ' (4 -2 ('S * + »•)■ 


-> B neg. 


bell so haben für » = - |/3 ± * die Differenlk 


1- Quotienten 


jrBchiedene Zeichen. 




Ea sind sämaitliche drei Puncte 




(1 = 0, |«~ + )/3, |,r = ~V3 




ij' = o, |, = + !?, |y = -^= 




^endepuncte der Curve. 




8) n'y + a.'y — o«" = 0. 




",'! ^".''.•■-.^f, 





für 
Man überzeugt sich sehr leicht, dass die Puncto 



" ys' ) ya 



Wendepuncte sind. 

9) («y-x')' = o(a^a;)'. 
uy = a= ± 

£11 — 5-1- 



Man findet bier einen AVendepunct, dessen x = 
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10) xy'' = !i, 

t'_l ^ ti^ 
'"• 10,*' 

FüL' den einzig hier denkbaren Werth x = ^ findet aua 
leicht begreiflichen Gründen Isein Wendepiiact S(att. 

11) aHj - {x-h)\ 

j4 = gesetzt, folgt x -^ b, 

x-=--bizh in -pl Mubstitiiirt, bedingt 
d'-y _ I S (zb i-y 

nächstliegenden Puncto der Curve das nämliche Vorzeichen be- 
halten, so kann die gegebene Curve keinen Wendepunct besitzen. 

12) a*y = U■~ö)^ 

Hier sind {' ^ ^ die Coordinaten eines Wendepunctes. 
( ?/ = 

Ir!) / - x* - x^ - 0. 

Die vorgelegte Curve hat einen Wendepunct, dessen 
3.- == 0'473 . . . ist. 

Für den zweiten Werth, der -j^ auf Null bringt, nämlich 
für « = M26 ... hat man keinen Wendepunct, weil für die be- 
sagte Abscisee die Ordinate y imaginär wird. 

U) y = & -I- cix-a)K 



für x^a folgt J^^'^- 
Setzt man aber x = a^h ixt -~, m wird 

die Cutve besitzt sonach keinen Wendepunct. 
15) (a'' + ^»)y = «'. 

lUfterl, nsiaiiLälsaniinl. Jim .t« nnslyt. Geoinotric. 
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Die vorgelegte Uurve hat zwei Wendepuncte, näiiiücb : 
^ +■ ys'' I* — — y^> 



ei^y VH»" + -')= Ineg. 

^^ ■ y3{a^ + ^^)' (pos. 

i) X' + y^ = a\ 

Man hat hier die Wendepuncte: j in' 

Statt a; = d= /. folgt ^ = =F "*'' . . 



„ x=a±h 
ITi y = X + CO! T. 



!jf wird =0 mr i = f , 3.|, 
Die Curve hat die Wendepuncte: 



= -2-. 1» = ^ 

Setzt man allgemein (2w + 1) ^ ± A statt x in ^, eo folgt 
^f = - CO, [(2« + 1)| ± ;.] = - eo. [I + (», ± i)] 
= + 8in(jjff±S) = ± sin A oder q= ainA, 
je nachdem Ji gerade oder ungerade ist. Hiedurch ist die obige 
Behauptung gerechtfertigt. 

18) y = -^■ 

,1. 2 + ! . - 
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diesem x entspricht y = — |, 

Es läaat sich nun auch hier zeigen, daaa die Curve fQr 

I ' einen Wendepunct besitzt. 

Man erhäit für — ± li s!att x 



/M ±— I in eine Reihe entwickelt, folgt 





'■' "«e 


i±")0^i 


■-^r 




19) y == 


ä? - 


4a. ccs2x. 






Man hat 


hier die Weiid, 


?puncte : 






^ ~ 4 




\y = a 






C = " 






Die nähe 


ire Begründung 


ist genau so v 


,-ie in 


Beispiel 17). 


20) I = 


= asmv . y. 










y = «ro CO. — ^, 








■r, 


I — a 







Man bemerkt hier leicht, dass die angeführte Curve die 
Wendepuncte besitzt; 



|y - 2 

Man untersuche noch die Curven: y = sina;, y = cos a', 



22» 
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b) Rückkehrpuncte oder Spitzen. 
Erklärung. Rückkehrpuncte nennen wir solche, wo eine 
Curve in ihrem Laufe plötzlich inne hält, uad die Ciirvenäste, 
die sich in demselben vereinigCD, 
sich entweder ihre convexen Seiten 
einaniler zukehren (Spitze der ersten 
Art, Fig. 3), oder die convexe Seite 
des einen kehrt eich gegen die con- 
cave Seite des anderen {Spitzen 
zweiter Art, Fig. 4). 

Hat A die Coordicaten < , ' 

so ist aua den Figuren genügend 
ersichtlich, dass aus y =f(ai) für 
X = a -{-li, zwei reelle Werthe, für 
as != a — h z\yel imaginäre Werthe 
erhalten werden, wie klein auch h 
gewählt werden mag. 

Da nun bei einer Spitze erster 
Art die Curve aua der ConcavitUt 
in die Convexität übergeht, muss 
für die Coordinaten des erhaltenen 



Panctea 
und für , 



^ = oder oo werden, 
= a-\-h i 
müssen Resultate mit entg 
setzten Zeichen entstehen. 

Die Rückkehrpuncte zweiter Art 
lassen sich aber nicht aus dem zwei- 
ten Differential ~ Quotienten bestimmen , indem man diesen = 
oder CO setzt; dagegen muss aber dieser Quotient für x = a-\-h 
zwei Werthe von einerlei Zeichen annehmen. 

Im Vorstehenden ist sonach die Regel gegeben, die Rück- 
kehrpuncte erster oder zweiter Art zu bestimmen. 

Aufgabe 8. Es sind die Spitzen folgender Curven zu 
suchen : 

i) j, = .^i ± (a- - af. 

Für .v=a bekommt man hier den einzigen Werth y = a- 
Da ferner für .t -— a-Y-h, y = a, -\-h ± Al/A, d. i. zwei reelle 
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Werthe, für x = a — A, y = a — li^hY—h zwei imagmäro 

Werthe annimmt, so lässt eicli vermutlien, dase } eine 

Spitze der gegebenen Curve sei. Man hat aber ferner 
'J'y |_ 3 

und für x^-a-\-h nimmt der zweite Differential -Quotient die 
zwei Wertlie an: +Ti7T' — ri/T' wornacli erhellt, dasa der 
oben besagte Punct ein llückkehrpunct der ersten Art ist, 
2) y^ = «:\ 

y = ±: ie y.v. 
Für a- = wird y = 0; für x^O -\- h erhält 1/ zwei reeÜe, 

für j; ^= — h zwei imaginäre Werthe, eben so j~i"=^^ZT7^ 
zwei reelle Wertlie dem Zeichen nach verschieden für a: -= + h. 
Man hat daher im Ursprung einen Eückkehrpunct der ersten Art. 

Auch hier ist der Ursprung ein Rüclckehrpunct, und zwar 
der ersten Art. 

4) s = :,' + ^'y^. 

Für x = hat man ?/ ^^ , daher im Ursprimg einen Eück- 
kehrpunct, denn es ist y für x = — h imaginär, während man 
Ivv /K^O-^h zwei reelle Wertlie erhiLlt; ferner ist 

und für ic = 0-\-h erhält man zwei verschiedene aber gleichbe- 
zeichnete Werthe für ~, woniach der Ursprung in der That 
ein Rückkebrpunct, und zwar der zweiten Art ist. 

5) y' = 27^. 

Für diese Curve hat man im Ursprung einen Rückkebr- 
punct der ersten Art, 

Für o: = -|- h zwei reelle Werthe für y. 
„ ie = — h „ imaginäre „ h J/- 

-rK =^ nimmt zwei reeüe verschieden bezeichnete 

Werthe für « ^ + A an. 

6) y' = XX^- ^I'in l>^t '■'^^ gleichfalls im Ursprünge 

einen Rückkebrpunct der ersten Art, 
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Man hat ferner für x = + A zwei imaginäre Werthe für 
y, hingegen für a: = — h zwei reelle Werthe. Eben ao bekommt 

der zweite Differential- Quotient -j\ = ^ - - L^.. ■. .f^ verschieden 
bezeichnete reelle Werthe für x^O — A. 

7) y = 6 + pfc-o)" ± qVW^: 

Ea wird hier für te = a, y = b; für a! = a-\-h erhält^ 
zwei reelle Werthe, hingegen für x^a — A wird y imaginär. 
Für den angegebenen Punct hält alao die Curve in ihrem Laufe 
inne, und es iat möglich, dasa « = «, y^b ein ßückkehrpunot 

ist. Um diess festzustellen, hat man ^-j =^ 2p ± ^.g|/j,' — a, 
und für ein beliebig kleines A iat immer, x — a-\-h in j4 gesetzt, 
^=2p±Y-^"|/A posiiiv. 

Beide Curvenäate sind also gegen die Äbscissenaxe convex, 
und der Punct x = a, y = b iat sonach ein Eiickhehrpunct der 
zweiten Art. 

8) a{y — a)^ = [a — x]^ oder y = a± ^Ja~xf^. 

Hier ist der Punct j " ein Eückkehrpunet der ersten 

Art. 

^) y = a + bx -^r cx^ + dx^ + eJ. 

Für x = kommt der einzige Werth y = a, für x^=0-\-h 
gesetzt, kommt y reell und zweiwerthig; i'^^^O — A gesetzt, wird 
y imaginär. Ferner ist 

^^ = 2c + Gdx ± ^eVx, 
und a: =^ 4- A in '-— gesetzt, wird 

£| = 2„ + 6dJ±it,Ki. 
d. i. zweiwerthig, aber mit demselben Vorzeichen behaftet, wor- 
nach der angegebene Punct ein Kiiokkehrpunct der zweiten 
Art ist, 
10) y = b + c{x — aY. 

Es ist ^= - ~ '^ , , ^ = oo folgt .r = a, und hiefür 



-aS^ 



aus Gleichung 10) y = b. 

Setzt man aber x = a dzJi, ao bleibt y eiuwerthig und 
reell, es kann demnach die gegebene Curve in der Richtung der 
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Absciseenaso nicht inne halten. Das ist aber noch immer mög- 
lich, wenn man die Curve in der ßiehtung der ^-Axe untersucht. 
Verwechselt man in der gegebenen Gleichung x und y , so iat 
^ = ö -1- c (p ~a)K 

] T ■ -1-1 /i^—l>V 

und hieraua ?/ = a ± ■/ I- 1 . 

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Curve in ihrem Laufe 
im Puncto x = b, y = a inne hält, denn es wird für x=b-\-h 
y reell und zweiwerthig, während dem ea für x ^ h — h imagi- 
när wird. Um zu sehen, ob der Punct x=b, y = a wirklich ein 

Rückkehrpunct ist, betrachte man -~ = ± . — ; und da 

iüx x^=h -\- h, -pl = ± ■ ^ ist, 80 folgt, dass x=b, y =^ a 

in der That ein Eückbehrpunet der ersten Art ist. 
11) y = 2x^ =ty(a:-ar. 

Es kann hier nur für den Punct x = a, y = 2 a* ein Rück- 
kehrpunct Statt finden, denn für « = a -|- Ä nimmt y zwei reelle, 
für X = a — h hingegen zwei imaginäre Werthe an. Ferner wird 

Da aber h so klein gewählt werden kann, dass ^^jtt^« 
80 nimmt — zwei reelle verschieden bezeichnete Werthe an, und 
es bildet der gegabene Punct einen Rückkehrpunct der ersten Art. 

12} y ^ (x + l)^ ±i (3: -5)1 

Diese Ourve besitzt in x = 6, y = 3G einen Rückkehrpunct 
der zweiten Art. 

Anmerkung. Ea bietet allgemein die Gleichung 

y = yW + (-1^-«) '""fix) ^ 

ßückkehrpuncte, und zwar solche der ersten Art, wenn - "^^^ - > 1, 
aber kleiner als 2 ist, Rückkehrpuncte der zweiten Art für 
~-±^> 2; ferner darf nicht Statt finden (p"{a) = 0. 

c) Die vielfachen Puncte. 

Erklärang. Vielfache Puncte sind solche, durch welche 
mehrere Zweige einer Curve gehen, und in welchen man demge- 
mäss mehrere Tangenten ziehen kann. Iat u = flß , y) = eine 
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algebraische Gleichung in rationaler Torrn , so folgt hieraus 
i[£ = __ Vd, 

Soll nun -f- mehrere Werthe annehmen, so kann, da auch 

(-^\ und (t^I rationale Funrtionen sind, diess nur erreicht wer- 
d^J \dy} 

den, wenn ~ in der Form % erscheint. 

Jene Werthe von x und y, welche sowohl y-r-} =^ 0, l-r- j = 
und auch f{x, i/) = machen , können möglicherweise vielfache 
Puucfe sein. 

Hat man nun reelle Werthe gefunden, welche den eben ge- 
nannten Gleichungen genügen, so bestimmen sich die Werthe von 
~ aua den Gleichungen: 

ß)-.-(S)+3.(,J^).g 

u. e. w. 
Die Gleichung a) genügt offenbar, wenn der zu untersuchende 
Punct ein doppelter, die Gleichung (3), wenn er ein dreifacher 

Folgen aus den Gleichungen a), ß), , . . gleiche Werthe für 
-~ , 80 ist diesa ein Zeichen, daes im besagten Punct die Curven- 
äsfe eich nicht schneiden, sondern berühren. 

Anmerkung. Was die Gleichungen a) und /3) betrifft, eo 
vergegenwürtige man eich die Aufgabe: 

Aus M =^/(.r, y) = den Werlh von ■— fflr die Zahlen 
a,' = «i y^h zu bestimmen, wenn eben — ■" ^^'' B'orm -g er- 
scheint. Die Gleichung et) entsteht nun , indem man sich 
d^u ^^^ aufstellt, unter der Voi'aussefzung, dass dy variabel «od 

Auf dieselbe Weise entsteht die Gleich. j3), wenn die Coeffi- 
cienten der Gleich, a) abermals versehwinden, u. s. f. 
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Aufgabe 9. Es Bind die vielfachen Puncte für folgende 
Curven zu suchen: 

1) „ = ay^ — Zx'^ -f 3.r + 1=0. 
Man hat hier ^ =- — 6a- + 3, 

Ans (J) = und (g) = folgen die Werthe j ^ ^ q 

Diese Werthe genügen auch der gegebenen Gleichung, und ea 

kann daher der Punct 1 „ ein vielfacher Punct sein, 

ly = 

Bestimmt man sich jetzt, um für die Gleichung a) vorzube- 

reUe», Q=-6, (^^ = «, (£?) = 2«' «» Mg' «-I. 

■wirklicher Substitution 



i + 



^«•(?fr=o. d.i. g = ±l/^ 



= 4 



Die vorgelegte Curve hat demnach in | ^ einen doppelten 

Punct, und zwar schneiden sich in demselben die zwei Aeste 
der Curve. 

2) M = ay"^ — ha:^ -\- x^ = 0. 

Aus diesen Bedingungsgleichungen folgen die Wurzelpaare 
i a' = 0, {x = ^b, 
\y ^a, \y =0. 

Der gegebenen Gleichung genügen aber bloss die Coordina- 

ten des Punctes i „' der demnach ein vielfacher Punct sein 

1?/ = 0, 
kann. 

Ferner ist 

demnach geht die Gleichung os] über in 

(— 25 + 6«) + 2a . [jr -= 0. 
Hieraus folgt g = ± }/^^ > 
und wegen .r!=0, ^ =^ ± \/~- 
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Für die vorgelegte Curve ist demnach der ITrspruug ein doppelter 
Punct. 

Diese Gleichung rational gemacht und auf Null reducirt, 
folgt » = (1/ - 6)' — (I -(.)'(»:-<!) = 0. 

Hieraus folgen die Bedingungsgleichungen 

auB welchen durch Nullification x = a, ?/ — ö aich ergibt. 

Die Gleich. %) reducirl sieh auf f J V = 0, woraus ^ = ± 
folgt. 

Die höheren Differentialgleichungen ß] . . . liefern keine 
höhere Potenz von -j^ mehr, woraus ersichtlich ist, dass die Curve 
nur aus zwei Aesten besteht, die sich im Puncte < , berühren. 

Man findet sehr leicht, dass in diesem doppelten Punct für 
beide Curvenäste ^ = 0, t-t= '^j hingegen j~ von Null ver- 
schieden ist, wornach sich die beiden Curvenäste in der zweiten 
Ordnung berühren. 

4) a*^* = a*^' + ai\ 

Es ist u = a*j^ — a^x^ — ^* = 0. 

Aus (^\ = — 2a^a) — iä!^ = 

folgen die einzigen brauchbaren Werthe j _ „' 
Hiermit findet man nach a) 

g ^ ± 1. 
= 

I u = oc^ -\- ojy^ — tx^ ■— 2y -\- 2 = a. 
Diese partiellen Differential-Quotienten gleich Null geaetzl, 
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folgt j ^ ala derjenige Punct, der möglicherweise ein vielfa- 
cher sein kann. 

Um sich hierüber volle Gewissheit zu ve rsoli äffen , stelle 
man die GleichTing m) auf: 

(3^-2) +25.Ö + ,..(g)-=„. 

Wegen iC = ;/ =^ 1 

ÄU9 dieser Gleichung folgen nun zwei gleich grosse Werthe 
für -T^, nämlich jeder — I. 

Im Punete \ ' , berühren sich demnach zwei Curvenäste 

der vorgelegten Curve, 

6) M = 3/« — a^,f + 2«^^!^ — (c* = 0. 

Aus 1^1 — und Ij^I = folgt das einzige brauchbare 
Wurzelpaar; | ' ~^ ' 

Femer folgt aus (4a= — 12,r2) + (IS?/'' — 2a^) l^V = 
■j- = ±]/2, wornach der Ursprung ein doppelter Punct der 
Curve ist, 

7) u = p" ~ xl^^^a)' = 0- _ 
Aus (^) = uQd (g) = folgen die Werthe: j'*' ~ J' 
Die Gleichung a.) redußirt sich auf 

{- 12^= + 18«x - 6a^) + 6^ . [^Y = 0. 
Setzt man hier 3: = « und t/ = 0, so verschwinden sämmt- 
liche Cocfficienten der Gleichung, und es kann demnach hieraus 
-j^ nicht bestimmt werden. 

Geht man daher zur Gleichung ß) über, eo kommt 

(_24^- + -18a) + 6. [g]' = 0. 
Hieraus folgt aber bloss ;j^ =' + ]/«. d. i. ein einziger 
Zahlenwerth, woraus hervorgeht, dass die vorgelegte Curve keine 
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vielfaclien Punote beBitz^ Ea erhellt diess übrigens auch aus der 
vorgelegten Gleichung selbst, indem y = {x — d^yx ist, was 
deutlich zeigt, dasa die Curve nur aus einem Ast besteht. 
B) u = {x^ + ,y^)* — 2c2 {x^ _ y^) = 0. 

Aus (£) = und (^)=0 folgt {pj; 

Die Gleichung (a) gibt 

+ (4a'' + I2y' + ic') . [inj = 0, 
und hieraus folgt für .K = und y = 
ä =± 1, 
wornach die Curve im Ursprung einen doppelten Punct besitzt, 

9) w = a-* + ^aa:^y — ay^ ^ 0. 
Von den Auflösungen des Systems 

leistet nur a! = 0, ?/ = auch der Gleichung 9) Genüge. 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung gibt hier keinen 
Aufschluss ; geht man daher zur Differentialgleichung driller 
Ordnung über, so folgt 

^ = und d: 1/2. 

Ea iat also der Punct \ „ ein dreifacher Punct. 

[y = Q 

10) u = fx^ H- y^f — «2 (^* — y^)^ = 0. 

Aus (£^) = o„„d(i|) = o folg, l;-»; 

Geht man hier bis 
BO ist für .■ü = 0, y=Q 

und hieraus ■^^== + 1, +1> — Ij — 1> 
wornach der Ursprimg für die Curve ein vierfacher Puncf ist. 
11) u = Siy-b)" - l^-a)^ = 0. 

(l^)=-2,.-«), (^) = 9„-.)^ 
Aus diesen Bedingungsgleichungen fo)gt « = a, y^^h, durch 
welche Werthe auch die gegebene Gleiclmng befriedigt wird. 
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Auf die Glieder der zweiten Ordnung übergehend, folgt 
-2 + lS(!/-4).[Jf]'=0, 
woraus bloss folgt — = co. 

Die gegebene Curve hat aonach keine vielfachen Puncte; 
aua der vorgelegten Gleichung selbst ist ersichtlich, dass wegen 
(/ ^= ^ -j- ]/^(fl; — ü)^ die Curve nur Einen Ast besitzt. 

12) M = ** - 8^V + 2y^ = 0. 

Hieraus die brauchbaren Werthe : j ' ' 

Ferner nach ß) 

24i _ 48.g+ 12.[^]'=.0, 
und fiir .t =■■ folgt hieraus 

If = 0, ±2. 
Die vorgelegte Curve bos;t?.t sonach einen dreifachen Punct. 

13) M = 1* — ^ai/ — Za^,f — ia'^x'' -f a* = 0. 
Unter allen Werthen von x und y, die aus 

m = » ""^ §)_= » 

folgen, genügen j ^ und | der gegebenen Glei- 

chung. 

Nach a) ist 

(12^-^ - 4«=) - (12«y + 6a^) , [g' = 0, 
und hieraus für a' = i ß und y ^^ 
i^Ü H -?- 

Die Curve besitzt also zwei doppelte Puncte. 

14) u — y'^ — 96«=j'* + 100«"«^ —- «* = 0. 

Man findet hier bloss 1 ' und damit aus 

Ijf := 0, 

(200«^ - nx^) + {\%y^ - 192«^) . [g]' = 

<^il US 1/2 

rf^ - ± :jj/l- 

16) M = y* — 8v' — IS.-eyä -|- 1%^ + ^%xy + 

-f- 4.C* — 64« = 0. 
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j^^J = — 12)/= + 48?/ + Sx — m, 

{^) = ^f - 24)/^ - 2i^^ + 32)/ + 48^. 
Annullirt man diese Differential- Quotienten, so hat man die 
Gleichungen : 

32/« — 12y - 2* + 16 = . . . . (1) 
_ / - 6;/* - 6^y + 8^j -{• 12x =^ . . . (2) 
Multiplicirt man die Gleicbung (1) mit y, die Gleichung (2) 
mit 3 und subtrahirt, so kommt, wenn man gleich durch 2 ab- 
kürzt, Zy^ + Sxy — 4y — l%x = . . . (3) 
Die Gleichungen (1) und (3) von einander subtrahirt, geben 
%xy -}- Sy — 16« — 16 = 0, was sich auch schreiben lässt ; 
(j/ - 2) (* + 1) = 0. 
Nimmt man jj=2, so folgt aus (3) A'^a, welche Wertbe 
auch der vorgelegten Gleichung genügen. 

Miin hat ferner nach a) 
8 + 2(48-242/) . J + (12y^ -48)/-24^ + 32). [^]' = Ü, 

und für c« = 2, y = 2, ä=||4- 

Die Curve, deren Gleichung in 15) gegeben ist, hat sonach 



3 -=2 



einen doppelten Punct, 



d) Die conjugirten oder beigeordneten Puncte. 

Erklärung. Beigeordnete Puncte pflegt man solche zu 
nennen, deren Coordinaten wohl der Gleichung einer Curve 
J{x, y) = Genüge leisten, ohne jedoch selbst in der Curve zu 
liegen. Um solche Puncte auszumitteln, bedenke man Folgendes : 

Ist a: = ffl die Abscisse eines solchen Punctes, so muse das 
y aus /(ic, j/) = reell ausfallen, hingegen für x=: adih wird 
wenigstens bei den kleinsten Werthen von h das y aus /(ic, ^) ^ 
imaginär werden müssen. 

Ferner muse auch -^ imaginär werden für diesen Pnuct. 
Ist aber « =r/(a:, i/) = eine rationale Gleichung, so kann 
-Y "= — (j^l ■' (j^j nu"^ dann imaginär werden, wenn ■— in der 
Form % auftritt, d. h. es muss für die Coordinaten dieses isolir- 
ten Punotes! (-7^1 = und I ^7) = sein, wodurch auch die 
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Utjgel gegeben ist, wie man solche Paacte auföucht. Wir aieüen 
die Eegel im Nachstehenden zusammen: 

Man leite aich aus der in rationaler Form gegebenen Glei- 
chung M ^/(ic, y) = die Quotienten I ,--1 und i-^\ ab, setze 
dieselben gleich Null, und bestimme die enf sprechenden Wurzel- 
paare; jene Coordinaten, welche gleichzeitig die vorgelegte Glei- 
chung befriedigen, können die Coordinaten isolirter Puncte sein. 
Man verschafft sich schliesslich darüber Gewisaheit, indem man 
y für x = a±h aus der gegebenen Gleichung berechnet. Wird 
dieses für beliebig kleine Werthe von h imaginär, so hat man 
wirklich einen Punct von der obigen Beschaifenheit gefunden. 

Aufgabe 10. Man untersuche, ob die nachfolgenden Cur- 
ven beigeordnete Puncte besitzen. 

1) y ^ (a + x) yx. 

Diese Gleichung rational gemacht, gibt 

u = y^ -^» - 2ax^ - a^x =^ 0, 

Aus den Bedingungsgleichungen l^j = und l^| = 
folgt das Wuvzelpaar | ' welche Werthe auch der vor- 

gelegten Gleichung 1) genügen. Derjenige Punct, dessen Coor- 
dinaten j ~ sind, kann ein beigeordneter oder sogenann- 
ter isolirter Punct sein. Um darüber Gewissheit zu erlangen, 
setze man in der vorgelegten Gleichung — a±A statt x, wo- 
durch y übergeht in y = ± ä y — a ± h. Diese beiden Werthe 
für y sind jedoch stets imaginiLr, wenn nur h mindestens so ge- 
wählt wird, dass es kleiner als a ist. 

2) y = 3 ±. xVx — d. 

u -= (j/"3)= ~ x'(x^3) = 0. 

Aus i^\ = und ip'i = folgt { ^ ^ 3 .' ± ä statt x 
in 2) gesetzt, gibt 



: 3 ± AV±/t — 3, 
welche Werthe von y' wieder entschieden imaginär ausfallen, 

wornach der Punct j o *^'" conjugirfer Punct ist. 
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3) J = (X ~c,)\/^-^. 

» = »»-(«-«)•(«-*) = 0. ^ 

AUB (g) = und (~) = folgen die Lösungen { ^ ^ „; 
welche auch der Gleichung 3) genügen. 
Ferner hat man für x = a^h 

y =-. ^ h ya±h~ b. 
Diese beiden Werthe von y werden nur dann iraaginür, 
wenn a <. b ist. Sonach besitzt die Curve einen iaolirten Punct 

1 „' wenn a <Zb ifst, 

\y = 0, 

4) u = y'' — x(x^-ar = 0. 

Aus y-p\ = , ( 7^1 = fo'gt <lie brauchbare Auflösung 
IX=: — a, 

\y = o. ^ 

Für o; = — « ± 7i kommt ferner y =s±1i y — a::h.h. 
Sobald 7i < « ist, wird y in beiden Fällen imaginär. Der 

obige Punct igt sonach wirklich ein coiijiigirter Punct der Curve. 

5) ay^ = x{x-^bf. 

„ =. «y3 _ 3;(a; + &)* = 0. 
(i") ^'- ~2x(x-\-b) ~ (x-^rby, 

{ji) "'""'■ 

Aus diesen Gleichungen folgt ' ' • 

in y '^ ± y-{x-\-b) geaetat, liefert 

' = -!-/ lyEi^j 

d. i. zwei imaginäre Werthe, und der oben angegebene Punct 
iet in der That ein isolirter. 

6) u=^ a^{y~ a)" -\- xlx-b)" ^ 0. 
Es ist (g) = 3ic(a!-t)« + (x-by, 

(f;) = ^«' (,--«). 

ai = 6 ± ^ folgt aus der gegebenen Gleichung 
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s' = o ± iyjzhy—b^ii. 

Der Punct j ist alao wirklich ein beigeordneter Punct. 

Ana (-T^l = und |t^| = folgt die brauchbare Äuflö- 
iic = b, 

"°e (:, = <. 

K =; 6 ± 7i 111 7) gesetzt, gibt y' = a ± /t' "[/ft ± A — o ; 
j/' bekommt jedenfalls zwei imaginäre "Werthe, wenn b <:o ist. 



2a, 
rt < 

/* in 8) gesetzt, folgt 



Aus (~) = 0, (^)=0 resultirt , 



y =± ^^ y- 3a' ^ iah - h-. 

Auch hier sieht man wieder, dass die zwei Werthe für j/ 

nothwendig imaginär werden müsBen, dass demnach < 

die Coordinaten eines isolirten Punctes der gegebenen Curve sind. 

9} y^ = ^^{^Y- «^'■ 

Für diese Curve ist 1 „ ein isolirter Punct, und zwar 

ly = 

wenn 6^<;a^ ist; denn für x^±h folgt aus 9) 

s=± jj5_y(j._„.,_/..±2oJ. 

10) «9» = (cc — 9) (ic — 2)". 
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Fünfter Abschnitt. 

ICrümmungskreis und Eroluten. 



Erklärung. JJer Kreis (« — a)* + (y ^ß)* = y", wel- 
cher mit der Curve y^f(x) eine Berührung rder zweiten Ord- 
nung eingeht, "heisat Krümmungskreis dieser Curve. 

Für die Coordinaten des Mittelpunctes hat man die Glei- 
chungen : 

„ — ^^ 



' + £ 




jy 



Der Krümmungshalbmesaer ^ ist ; 



O+KF 



Ist da 
Formeln : 



nicht als eonstant ; 



L betrachten , dann hat man die 



y ~ ii — ■ 






/ dx.d^j! -^dy.dK 

Die Evolute der Curve y =:rf(y) folgt durch die Elimination 
von X und y aus den Gleichungen I, mit Hilfe der Gleichung 
y =/(x). Die Relation in a und ß, P(a., ß) = 0, die man da- 
durch erhält, gibt den geometrischen Ort sämmtlicher Krüm- 
mungsmittelpuncte der gegebenen Curve y=/(Ä) an, und wird 
wegen anderer charakteristischer Eigenschaften in Bezug auf die 
vorgelegte Curve Evolute genannt. 
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Aufgabe II. Für die nachfolgenden Curven soll der 
Krümmunga kreis, beziehungsweise die Grössen a, ß, y, und die 
Evolute gesucht werden. 
1) j,2 _ p^_ 

Wegen g = i und g = ~ ^ folgt nach 1. 



2Vp 



folgt sehr. einfach durch Elimination von x 

als die Gleichung der Evolute oder Mittelpunctscurve. 
2) y* — 3ar + 6 = 0. 



ferner w — a ^ 



4g' +9 



oder wegen x ^ — -r — , o, = y^ -\- \ 

ebenso y — ß = ^^' + ^ . y oder j3 = — ^;/»^ 

und / ^ iV i^y^ 

Aus ß =: — 1«/^ ist y = — 1/ X' "^"^ ^'^^ 
* = Sf^ -1- -^ gesetzt, gibt 

als die Gleichung der verlangten Evolute. 
3) sf" — 3i^ -1- 2j: — 5 = 0. 



Es ist ~~ - 



£ll . 



Wegen 1^^ = (3 - 2„) . " " ^ + ' 



oder für 4a^ aus Gleichung 3) den Werth gesetzt, gibt 

23» 
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« =— Hl-Q^ + 2f) .... (1) 

eben Bo folgt ß = -^ + i(3 — 2yY (2) 

für den Krümmungshalbmesser findet man nach einer leichten 
Rechnung y = — 1(13 ~ I2p -{- 4yT- 

Um die Evolute zu bestimmen, stelle man die Gleichung (1) 
in der Form 

2y«_6y_-i- (l + -^a) = 0, 
oder indem man mit 2 multiplicirt, 

t2y)^ — 6(2)/) -)- ( 2 + fct) = 0, 

und sonach 2y = 3 ± |/7 — 4 * ^^ ^ 

Aus Gleichung (2) ist 

(8ß-12) = (3 — 2y)» 



und 2^, = 3 -- K8i3- 12 .... (2) 
Setzt man die für 2i/ gefundenen Werthe in (!') und {2') 
einander gleich und reducirt, so folgt für die Gleichung der 
Evolute 

(Sß - 12? - (7 - ~Y 
oder (2/3-3)^ = A(7-f)'. 

4) Nehmen wir die allgemeinere Gleichung der Parabel: 
y^ + ay + bx + c = 0. 
Man findet: 

dy i d^ ff 



■ 2ff + a' dx^ IßD-t")'' 

und mit diesen Werthen folgt 

^_^^(ll±^}l±li oder 0, = ^ ^ (2ff-ray + b^_ 

Bringt man hier x auf den Nenner 2b, und schreibt statt 

2hx den entsprechenden Werth aua der gegebenen Gleichung, 

[Zbx — — {2c + 2ay -|- 2?/^)], so folgt nach einer einfachen 
Eeduction 

^ ^ _ (a' + b' + 2c) + &as + 6ff' 

und endlich y = -(- ^^-^ — ^, . 

Sucht man aus der Gleichung in a die Grösse 2y ähnlich 



wie im 1 



le, so folgt 



2y = — a ± yf(a^ — 2b^ ~ io — iba.), 



yGoosle 



eben so aus dem Ausdrucke für j3 ist 

2j, = _ „ - |/2 6'(|! + |). 
Setzt man diese Werthe für V,y einander gleich, eo folgt 
die Gleichung der Evolute: 

27tM2i3 + aP = [(a^ — 2t^ — 4c) — 4öa]». 
Aus dieser allgemeineren Gleichung folgt, wie man eich 
leicht überzeugen kann, die Gleichung der Evolute im vorigen 
Beispiele ; man hat bloss a = — 3, b = -\-2 und e = — 5 zu 
setzen. 
5) a*;/' -f ^"^^ = «^t^- 
Aus y = ~ j/a*— iB* folgt 

dy — bx , d^ — ab 

1 + ^' 

Der Ausdruck — t, — ^ geht in diesem Falle ober in 
d's " 

du' 



wobei c' ^ a" — 6" ist. 

Nun folgt sehr einfach 



. ("' 



und y — ■ J3 : 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt nun a und ß, und 
eben so für den Krümmungshalbmesser 

Um für die gegebene Ellipse die Gleichung ihrer Evolute 
zu finden, so folgt aus der Gleichung für y — j3, wenn statt y 
der obige Werth gesetzt wird, 

oder — (J* 5 (3 = c* (a* — a; V- 
Hieraus folgt 

„>_,. = ili:y H 
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Aus der Gleichung für x — « folgt 

X = a . ^-T-i sonach a^ — x^ =: ~{c^ — a^ a.') . . . (n) 

Diese Werthe für a" — x^ aus (m) und (n) gleichgesetzt, so 
folgt für die Evolute der Ellipse: 

oder wenn man statt e* die Bedeutung setzt 

(..»f + (Jß)>" = («'-6')* .... (r) 
Hieraus folgt augenblicklich die Gleichung der Evolute für 
die Hiperbel a^y^ — b^ a:^ ^= — a^b"^, indem man in (r), — b"^ 
atatt -]- ^^ setzt, wodurch man erhält 

{ß4 - (tp)^ = («" + i«)l 

Anmerkung. Man findet noch etwas einfacher die Glei- 
chung der Evolute für die Ellipse auf folgende Art: 
Aus der Kelation für ic — a folgt 3 

a' =: ^, daher - = 1/^ . . . (m') 

Setzt man ferner in y — |3 = -^ — "^ ^ , ■ " ^ 

]/«' — ^^ = i-y «id x^ = ^(i^— 2/"), 
so kommt 

j,» = - 'f^ also I _ - \/^ . . . («') 
Setzt man diese Werthe von - und | in die Gleichung der 
Ellipse -1 +f;^^ 1- so folgt die Glaichung der Evolute genau 
80 wie oben. 
6) Es sei die Hiperbel xy = a" gegeben. 



Um die Gleichung der Evolute zu finden , beobachte man 
folgenden Vorgang: 

Es ist « + i3 = 27^[«*(^* + y'') + 3^V(*+i/)]. 
und wegen xy-^a^ 
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d. i. a + ß -= ~ (^ -t- y)\ 

eben so « — ß = 2^ (^ — ^)') 

demnach (a + ß)^ = -?; — - (y + *)), 

(0, — py = — — ()/ — ä). 

Wenn man diese Gleichungen addirt und dann subtcaliirf, 
und diese so erhaltenen Gleiehungen multiplioirt , eo folgt die 
Gleichung der Evolute: 

(c + ,3)^ - (a-ß)' = li,a)K 
7) Man behandle im Sinne der gegebenen Aufgabe die Cissoide, 
deren Gleichung !/^ =; ■ ^■^_ ist. 
Man findet hier 

ferner . = Zllig^^Z;^ ^ 

(1) 



Um die Gleichung der Evolute zu finden , bestimnae man 
aus der Gleichung (n) die Grösse .v = „ ^, ^ „. . , welcher Werth 
in die Gleichung (m) gesetzt, 

27ß* + n52»-^ß^ 4- 4096»-'a = 
als die Gleichung der verlangten Evolute gibt. 
8) Die Gleichung der Zuglinie oder Tractoria ist 



Durch Differentiation dieser Gleichung folgt 



und damit «' — a = l/ß* — y*, 

daher et = al . ^°' ~ !>' ~ " (ux) 

eben so einfach ß = ~ , . • (o) 

Der Krümmungshalbmesser ist ■/ ^ — - — ~ ^ -. 
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Um die Crleichung der Evolute zu finden, folgt aus (m) 



oder e" =■ {/-, ~ 1 — -. 

r ^ y 

Aus GrleicWne (n) iat - = -: subatituirt man Bonach - statt - 
in der letzten Gleichung, so kommt als Gleichung der Evolute ; 

oder hieraus j3 bestimmt, 

welches sofort die Gleichung der Kettenlinie ist. 

9) Mao behandle im Sinne der gegebenen Aufgabe die Ketten- 
linie, welche durch die Gleichung y = | {e" + e ") gegeben ist, 
Man hat vorerst 

Ü=.(.^_r-) und 3 = i. 

Mit diesen Werthen folgt: 

a = -^ — 3 (e " — e " ) - . ■ . (m) 
J3 = a (e° + e <■) (n) 

Um mit Hilfe der Gleichungen (m) und (n) die Evolute zu 
finden, verfahre man wie folgt: 
Aus der Gleichung (n) iat 



oder wenn man quadrirt. 



beideraeita 4 subtrahirt, gibt 
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Diese Gleichung mit der GleichuDg (n') multiplicirt , liefert 
unmittelbar äie Differenz 

,T_rT = ±£r£i=±!i. . . . (p) 

Um noch die Grösse x auszudrücken, folgt gleichfalls aus 
der Gleichung (n'), wenn mit e" beiderseits multiplicirt wird, 

mit 4 a* multiplicirt und ß^ addirt, 

2x £ 

4a*e« — iaße" -|- ß* = ß' - 4a^ 
(2ae^-ß)^ = ß« - 4«% 

- _ ß±Vß*- 4a= 



X = a . l 



ß±Vß'- 



Mit diesem Werth von x und der in Gleichung (p) berech- 
neten Differenz folgt dann nach Gleichung (m) für die verlangte 
Evolute : 

ß ^Yß' — ia' _ ß Yß' — ^a' 

a. = a . l 2^ -j- J2 . 

10) Für die verkürzte und beziehungsweise gedehnte Cycloide 
besteht die Gleichung: 

Daraus ergibt sieh weiter 



arc cos '-^tt. — ~ ~ V^ {r ± a) y — y^ 






„ = , arc COS --^-- + r ^y ^ a^VUr ±a), - ,' ^ 
r±a ' j-yzb'-a + a' 

P - r^^ar + a' ' 
I (ry ± ar + ü'J 

Aus dem Ausdrucke in ß lässt sich wohl die Grösse y be- 
stimmen, welche dann, in den Ausdruck für k gesetzt, die Glei- 
chung der Evolute gibt. Diese Gleichung nimmt aber, wie leicht 
zu sehen ist, eine sehr complicirte Form an, und wir stellen da- 
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her di& Evolute für den einfacheren Fall her, wo a^O, d.h. die 
gegebene Gleichung in die der gewöhnlichen Cycloide übergeht. 
Diese Gleichung iat 



ccos 1-^1 - y^r^j^ij^ 



oder X == r arc sin v. - — V^i'V — y* ■ • • ■ (m) 
Verlegt man den Ursprung des Coordinateneyatems in den 
Scheitelpuncf, ao geht die Gleichung (m) über in 

X = r arc ain v. - -|- \^2py — y^ . . . (n) 
Die Gleichung der Evolute bestimmt sich für diesen speciel- 
leren Fall aus den Gleichungen 



1 ^" r arc sin v. - -1- \^^ry — y^. 
Iß =,-!/, 
t die Gleichung der Evolute : 

a ^ »■ arc sin v.' i=^j + ]/2r(— j3) — (— jB)*, 
welche Gleichung offenbar wieder eine gemeine Cycloide repra- 
sentirt, welche mit der durch die Gleichung (n) gegebenen Cy- 
cloide vollkommen congruent ist. Was die besondere Lage der 
durch die letzte Gleichung vertretenen Cycloide betrifft, so iat 
diese leicht aus der Gleichung selbst bestimmt. 
11) Die Gleichung der logarithmisciien Linie ist 
7j = a . Ix. 
Hiefür hat man 



(m) 







a - 


= ; 














ß 


. d 


'-f-j:^ 












(.■ + .¥ 


' 














Fii 


ir die 


Gleichung 


der Evolute 


folgt 


aus 


,(m) 






a±V.'- 


-So' 




ler 


Werth in (n) au 


bstituirt. 












ffl — 


„ ri" 


«= ^ 8«^ 


' f 4. 


s'± 


.V^- 


=^^ 



als die Gleichung der verlangten Evolute { 
12) X = 2r C03 (p - 

y -= "Zr sia<p — r : sin 2 ^ » 
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Es ist: die = — 2r{svaip — sm %^))dcp, 
dy = '2,T(cos(p — 008297)^95, 
d''x = ~ 2r{c<iafp — 2 coa 2 97) rf?)', 
d'^y = — $r{amip — 2e'm2'p)d^'. 

Nach den Formeln II. (Fünfter Abschn,, Erklär.), das ist 



y -- 



" ■' ^ dj^d-'j — dyd^x' 
dx d^i/ — dyd'x' 



findet man dann 

* = g{2 cos 9 + cos 2^)) (1) 

ß = |(2 8iacp + sin 29:)) (2) 

y = T---l (3) 

Schreibt man in (1) und (2) ISO + tp statt 9c, so ist 

ot =: — ^ (2 CO8 9 — cos 297) j 

I .... (4) 
ß = — ^(2 sin 9. - 8m2g>)) 

welche zwei Gleichungen in ihrer Zusammengehörigkeit die Evo- 
lute der Cardioide bestimmen. 

Vergleicht man das System der Gleichungen in 12) mit 
jenem in (4), so sieht man- augenblicklieh, dass die Evolute der 
Cardioide eine Curve genau von derselben Gattung ist, wo jedoch 
der Halbmesser des erzeugenden Kreises ^ beträgt, und der Ur- 
sprung auf der Seite der negativen x sich befindet. 
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Sechster Abschnitt. 

Eectification der Curven. 



Erklärung, xljine Curve rectifieiren heiast ein beliebiges 
Bogenstück derselbe» durch die seinen Endpuncteo entsprechen- 
den Abscissen ausdrücken. Man hat für das Differential des 

Bogens ds = dx 1/1 + j^ oJer (Zs = d^ |/ 1 + 7^ sonaeb 
. =J<i,.]/l + g oder , = J<J,|/iT|p. 
Ist die Gleichung der Curve in Polarcoordinaten gegeben, 
80 ist (is = dw 1/ «-^ 4- J-?) ii!so s = I t^M 1/ »"^ -F ^■ 
Aufgabe 12, Nachfolgende Curven sind zu rectifieiren: 
1) y^ = px (geraeine Parabel). 
Hier ist 

y = ±)/p-, g = d=il/s, 

und s = idmf/l-^j^ oder ^ = <! gesetzt, 

. = J <i. l/— = Ji== = J;7== + Jp==. 

Behandelt man j ^ ^ - nach der Formel i , . 

und ( ° ^ L nach ( ^ , 80 folgt: 

JV.. + »" Jl/« + Pi+r.' 

» = Vax + «■ + =;[(» + 2») + 2]/,.* + «:'] + C; 

soll die Bogenlänge vom Scheitel an gerechnet werden, so ist 

s = für ii'=0, und in dem Falle ist C= — ^la, demnach 

oder für a wieder ^ geschrieben. 
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2) y^ = pa:^ (cubieche Parabel). 
Wegen -~ = %,'\/px ist 

Rechnet man den Bogen vom Scheitel an, so ist C = • — sj-» 
daher 

3) !/" i^px'" (allgemeine Gleichung der Parabeln). 
Hier ist y = p" x", ^ = -p" ■^" 

und s = jdis y 1 + ^p" a: ^^ •'. 
Setzt man der Kürze halber - =: a, p" = ß, so ist 

Dieses Integral kann aber bekanntlich nur dann durch einen 
geschlossenen Ausdruck angegeben werden , wenn .-, _2 -^ eine 
ganze positive Zahl ist. 

Setzen wir ^ — ^^ = y, so ist a = — g --— . 

Wäre z, B. y = T, so muss a=| = ^ sein, und man hat 
y^-^px" die in 2) rectificirte Parabel. 

Fftr a^j, d.i. m = l, 7i = 2, folgt s=J(;a.|/l -|-^, 
d. i. fi = I (iic 1/ - -, wenn 7 = « gesetzt wird, nnd in die- 
sem Falle bezeichnet s die Bogenlänge für die in 1) behandelte 
gemeine Parabel. 

4) Es sei die gemeine Parabel durch die Gkichung x=py^ 
gegeben. 

In diesem Falle würde man die Formel benutzen: 



-hy^+w- 



Wfgen ^ = 2p!/ ist 



y Google 



Lä=ät man den Bogen mit y gleichzeitig verschwindeD, 
fällt C weg. 

5) a'y' + »X' =. a'l' (Ellipse). 
Es ist ^ = — :!-'-— nnd 



1 + ; 



nd - = 2, dann i 



■ (wobei c^^a^ — b^ ht). 
Setzt man - ^ e und - = 2, dann ist 



Entwickelt man ]/! — e^z^ nach dem binomieehen Satze, 
80 ist 



Vl-e'.' = l- K«»)' - i^(,.)' - ^,le.)' - etc. 
Die Grösse s wird aonacli aufgelöst in eine Beihe von Integralen 
von der Form t ' ' , wobei m wesentlich eine gerade Zahl 
bedeutet. 

Nun ist bekanntlich 

und in dieser Formel für m der Eeihe nach die Werthe 0, 2, 
4, 6, . . ■ gesetzt, hat man 

= j f »i' __ 1 1 C ^'rf^ _ iiiA 4 r_!l^ _ tc i 

Führt man mit Hilfe der oben gegebenen Formel die ein- 
zelnen Integrationen aus, und stellt gleich wieder für 2 den Werth 
- her, dann ist 
s = «.arcain^ + 2''e''[^|/l - ^ - ^arc sin^] + 

Schreiben wir in dieser Entwicklung für arcain-, A und 
1/1 — — ^ =; X, und setzen gleichzeitig ö^-, dann ist 

+ lil ■ 5 [(Ä + K • :) -^ - 1^^] + <="•. 
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wozu keine Conetante kommt, wenn man den Bogen von ar = 
anfangen läset. 

Um den Umfang der ganzen Ellipse zu erhalten, hat man 
in vorstehenden Ausdruck x =: a zu selzen, und den so erhalte- 
nen Bogen viermal zu nehmfen; nian erhält demgemäsa 

u-2a«[l-i('- i\'-'-(^ iY-ULM '-Y- 

U — iany t\f.) 3U.4-5) 6(8.4.6 ■ a-j 

1 /las. 5. 7 c'Y , 1 

- 7(2X63 •«-=) -">"■[ 
Für a = b wird c = 0, und dann «^=2««, d. i. der Umfang 
des Kreises für den Halbmesser '= a. 
6) a^y^ — b^x' = ~ a^b^ (Hiperbel). 

Hier ist -7^=:-^, und daher nach einer ganz ähnlichen 
Rechnung wie im vorigen Beispiel s= al \/—tzI\ ■ ^^' ^'^" 



1. 



Non iät \/e^z^ -l = es- ^ -JZ-fi- ^ 
_ ].1.3 1 __ 1.1.3.5 
2.4.6 ' t=ä= 2.4.6.8 ' t 

lg 1 = e f "'' _ * 1 r rfs _ 

l.I l r dz 

Behandelt man diese s'ammtlichen Integrale, mit Ausnahme 
des ersten, nach der Formel 

C dz _ Ki' - 1 , B— 1 r dz 

und subatituirt diese Ergebnisse in I., dann folgt 

s r 1.1 1 1.1.3 / 1 , 1.3 \ , 1 ./- v - -, 

/)t . n ri , 1.1 1 . 1.1 3 1.3 ,. n 

- (2 - ^™ ^^" .) We + zXV' ■ 2 + TTg? ■ 2i + ^'<=-J- 

Sehreibt man wieder - staft e und - statt z, und mulljpli- 
cirt die Gleichung mit a, dann ist 

fe 1.1 a' a» 1.1.3 o' / q« . 1.3 a'\ . T . /— i 5 

oder 
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* ~ a L' 2 ■ 3.4 ■ c* 4 ■ 2.i.ß ' e' V' "T a ■ x'') 

1 1.1.3.5 aS/a" , 5 Q* , e.3 o^ . "1 

a^ /IT . a-V Tl , 1 1.1 a' , 1.3 1.1.3 o' . 

, 1.3.5 1.1.3.5 a* , , 1 

Diese Setlussformel für die EogeElänge der Hiperbel invo!- 
virt die Bedingung, daes für x=^a, s = wird. 
7) (8«)^ + (&j}* = {a^—b^)^ (Evolute der Eilipae). 

Dividirt man dieae Gleichung vorerst durch b''' , setzt 
|t| = m und — ■ — ^ n, so ist 

mx" + f = n", 
j-: = — mx (n ■ — mx ) 



und s = fdxV(l^m^)-\- m'^n^x ' . 
Setzt man wieder der Kürze halber 1 — ni^ = a. und 

n^ ^ R Bfi Ist 



3=fdxy«, + ßx '^ =/dx.J!~h^^^-hßA 
Setzt mau ax^ -\- ß ^ z , und drückt alles durch s aus, eo 

folgt s =: — != - [«iB^ -j- ß]^, oder wenn man wieder für a und j3 
die Werthe subatituirt 

« = r=^ [(l-m*)^^ + w^^n']^' + C. 
Ist s = für Ä := , seiet C = — t-z^ — ä • 

8) J -f / = J. 

Soll für a:^0 auch s==0 sein, so ist. 8^=^1/00:^ die 
verlangte Bogenlänge. 

9) 51^ =: -- — — (Cissoide). 

Es 18t ■/■ = !-—^ j-^, also a = 5 , r 1/ . 
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Um dieses Integral auszufilhren, setze man 1/ — 



Za^ds 



Zälilt man den Bogen vom Ursprung an, wo also für a; = 
auch s ^= ist, dann folgt a ^ 2 , demnach hat man zur Bestim- 
mung der Conafanten die Gleichung 

0= 2,.^42,.^^+c, 



C= — 2a 






für s könnte man hier noch seinen Werth 1/ "_ ' ^ aub- 
stituiren, 

Thut man diesa wirklich, so folgt 
_ 1 / 4o - 3^ , aV^ , |- (1A3+B) (V ä;=3; - V4a -3 ;cH 

10) («* -H y^)^ = 2a^(fl'* — 1/^) (Lemnisoate). 
Setzt man m^ -\- y^ ^ m", so folgt 
m" = 2aM2a.''' — w'}, 
und ^'■' = "^(^ + 2). wobei c = Ol 1/2; 
eben so ist y^ = m^I^ — äö^l' 

also .-e = -jTg Yu^ + c^ u", 

demnach diu = 






Wegen ds^ = rfa:^ + di/^ ist 
demnach 
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Setzt man vorläufig - = a, und entwickelt , in eine 

° " Vl-z' 

Reihe, so ist 

ynr? = 1 -h 2 ■ ■^ -r i.2 ■ 3J + 1.2.3 ■ 1= '^ ' 
also 

Hierzu kommt keine Constante, wenn man wieder die Bo- 
genlänge vom Ursprung an rechnet , denn dann ist für a;^0 
auch M = 0, 3 = und s = 0. 

Drückt man s durch - aus, so ist 

e = c[- + iy -i + räy ■2^9 + 1:2731-) -äMs + ^H- 

Um hier noch die Grenzwerthe x^O und x = a:' einzufüh- 
ren, hätte man für u, |/je^+ y* zu setzen und gleichzeitig y^ 
durch ä) aus der gegebenen Gleichung auszudrücken. 

Um die Tolallänge der Lemniscate zu erhalten, hat man 
die Integration innerhalb der Grenzen von ä: = bis x^a\^2 
vorzunehmen, und den so erhaltenen Werth mit 4 zu multipli- 



11) 7,^±al . » + ^ + "^2^^ + ^' (Kettenlinie). 
Hieraus folgt —■ = —p= i...°'.. : , demnach 

Nach r ^'' ''' , ist 

also s = l/2aa' + (K* die Länge des Bogene. 

Hier hat man keine Constante hinzuzufügen, wenn man 
wieder die Bogenlänge vom Ursprung zu zahlen beginnt. 

Ist die Kettenlinie durch die Gleichung y =^{^ -\- e ") 
gegeben, so folgt 
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g = icl_r") und 

■vvo C=0 wird, wenn bei « = 0, 3 = wird, demnacli 

12) a' = r arc ein v, - ^- 1/2 »-^ — ^^ (gemeine Cycloide). 
Es ist -^ = ,.. ..^■■■■i:..: '. also nach s = \ dy 1/1 + :A 

• = J^^KÄ = V^'Jrfe = - ^vrrV2^, 

s = C — 2y'2r \/%'r — y. 

Zählt man äen Bogen vom Ursprung der Coordinaten, eo 
ist s^O für ^ = ^'=0, demnach ist 

Q = c — 's.y^.yt^, a* i. c = ^r, 

also s = 4r — 2 Y2^ ]/2 r ~ y. 
Um die Länge des ganzen cycloidischen Bogens zu bekom- 
men, hat man y^i=i2r zu setzen, und der Natur dieser Curve 
gemäss diese Bogenlänge doppelt zu nehmen, dann ist B = 8r. 
Ist die Cycloide durch die Gleichungen gegeben: 
X = r(ä — sin ra) 1 
y := 7- (1 — cos a) > 
wo oi den Wälzungswinkel bedeutet, so ist 
dx = riX — cos eo)dc3, 
däf eü r . sinco .'dia. 
Wegön ds" = dx^ ■\- dy^, 

da^ = 4»-® sin ^ (?ra*, 
ds = ^f .%m -^dca 
und 5 = 2r/sin|-d« = — 4)'Cos-|, 
also s = C — 4r . cos 5-. 
För ro = wird auch 8 = 0, mithin 

= (7 - 4r, d. i. C = 4f, 



r (1 - cos I). 
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Um wieder dea ganzen cycloidisehen Bogen zu beatimmei), 
eefze man cj ^ 180" und nehme die so entateheade Läage dop- 
pelt, dann ist s = 8r, wie früher. 

13} .r = (Ä + r) C03 (p — r cos ^~A < 

p = (R-{- r) sin g) — r sin I ^1 <p l 

\dx = {R'{'r) f— -sinq^ + sinl-^T^j^'j <;^, 
/ = (Ä + r)[ C089— cos(^^^')<p]<i(p, 
demnach rfs^= ^(R-^ry. s'm^ ^ (p . d^^. 



I (Epicycloide), 



Man hat j 



ds = 2 (B -\-r) . sin :^ <p . dq>, 
daher s = 2{E -}- r) l am -^ (p . d<p , 

s= '-^ — ■ cos aT ■ ^' 

Ist für ^=3 0, a = 0, dann hat man 

4r(R + r) 



C = 

also 5 ^ ^ — ^ II — C09 —g>l 

als die verlangte Bogenlänge für die Epicycloide. 

Setzt man R = v, so geht die Epicycloide aber in die so- 
genannte Cardioide. 

In diesem Falle ist sa=8r(l — cos ~). 
Um den ganzen Umfang dieser Cnrve zu bestimmen, setze 
man q!> = 360", und dann ist s = 16r. 

14) X = {R — r) cos 9 4" »■ cos ( f^] 

.j,'^_ { I (Hipocycloide). 
y = (R—r) sin 9» — r sin (—7^) 9 ] 

Mau bekommt auf ähnliche Art wie in 13) 

ds^ = i(R--r)^. sin^ -^ . d(p% 

ds = 2(ß — r).sin^.<^^ 

j y-, irCR — r} ' Rq> 

und s = C -^^ß — - . COS ~^; 

für y = 0, s~0, daher 

die Länge eines hipocycloidischen Eogens. 
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Für r = -^, d. i. R = 2r, geht die Hipocyeloide bekanot- 
lich in den Durclimeeaer des Grundkreises über, und dann ist 
s =2r[l — cos 9)), alao für q>= 180", s = 4r, wie es sein muss. 

15) , = ,cosy + ry .;„,,) ,E^„|^,„,^ ä,, jj„i3^,,, 
3? =^ r Sin 9 — r 9 cos 91 ) 

Es iat äic ^ rip . coBq> . d<p, 
dy = ry . sin 91 ■ dip, 
demnach ds^ ^ dx^ -\- dy^ = r'^tp^. dtp\ 

also ds ^ »■9) • dtp und s = rf(p . dtp ^ ^-~ — j- C; 
oder da für 90 = auch s = sein muss, s = \r . tp^. 

16) y := alx (Logistik). 

p- = l, . = L^l^iSi". 

Bringt man 1/^a' -\- x^ nach einer Keductiong-Formel in den 
Nenner, so iat 

(dieses letzte Integral nach der Formel I ,, ^ 1, 



Ist für a; = 6, s^O, so folgt die Conatante 



17) V -^ atp" (Gleichung der Spiralen im Allgemeinen). 
Es iat -j— = an od""', und nach der Formel 



'-hV^^W 



folgt s = ajdtp . tp"-'^ J/^)* + n\ 
welches Integral sich für specielle Werthe von n ausmitteln läset. 

18) r = ~- (Archimedische Spirale). 



s ^= 5— /rf 9) "j/T^-V^ (o^er nach fdxl^a -j- bx^) 
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In Betreff der ^onatanfe? i§.t zu bemerken, dass, sie Null 
ist, wenn man bestimmt, dasa für qt) ^ auch s ^= aei. 

Setzt man in dem angeführten Integral in 17) n=l und 
a = ^, eo folgt genau das obige Resultat. 
19} rip=a (hiperbolieche Spirale). 

Wegen ^ = — - ist s = a f^ 1/1'+ <p^, o^Ser nach einer 

Eeductiona- Formel 

s = C- 



Für die, Bogenlänge zwischen gj' und qi" ist 
^ ^ aVl-i-V' aVl + v'-' , ^^ y" + Vi + qi"" 

9' 9^" "•" " ?■' + Kl + q)'* ' 

Man kommt zum selben Ergebniea, wenn man in 17) n = — 1 
und ß = 4- 1 setzt. 

20) r = a™ (logarlthmische Spirale). 

J: = a»ia, s =/rfy.a^KlT7r, 
s = I/l + ^V<^'P ■ '^^> 

Hiezu kommt keine Constante, wenn man den Bogen von 
c = an zählt, da hiefür auch s ^ ist. Für a = e ist s = }- 1/2. 
21. r = a sin 93, 






= a 008 g> , 



= Jd ip 1/a* ein rp'^ -\- a^ t 



Die Constante kann auch hier wegbleiben, wenn man den 
Bogen zu zählen anfängt bei 9 = 0, da in dem Falle auch 
^ = ist. 

22) 1-j = aeCOT^. 

Es ist r = c!{sec»iy)™, 

~ ^ a tang m rp . (aec m rpf , 



,=sdpV^ 



(seo m g))™ + ^^ tang' m 91 (seo m (pY" , 
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s = afdtp , (aecrny)"* . J/l -j- tang^mip, 

s ^= a/dtp . (secrny)"* 
Die Integration läast sich hier nur für besondere Werthe 
von m ausführen; eo hat man 

für m ^ 1 , s = a | — ^ = a . tang (p, 

„ m = i, . = a.—^- + al.Mg{t5+£) 
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Siebeuter Abschnitt. 

Quadratur der Curven.. 



Erklärung. IMan hat für das Differential der Fläche bei 
rechtwinkeligen Coordinaten df^ydx, d. \. f^^fydx; für das 
Differentiale eines Curvensectore df:^\{xdy — ydx), d. i. 
f ^ ^/(/vdy — ydx), und für die ßechnung in Polarcoordinaten 
df = \r^ afp oder / = ^/r^ d tp. 

Aufgabe 13. Es sollen die nachfolgenden Curven quadrirt 
werden : 

1) y'^^paf (Parabel höherer Ordnung). 

Hier ist y = p". x", 

daher / = /p" . a;" . dx 

oder /= ;^.?)". *^~+ C . . . . (1) 
Wird die Fläche vom Ursprung der Coordinaten gerechnet, 
so bleibt die Constante C weg, da für x = auch y^O und 
y=! wird. 

Für die gemeine Parabel ist n=2, m ^ 1 , demnach 

da aber in dem Falle nach der Gleichung y^:=px, y^Yp^ 
ist, so folgt /=|a-ä'. 

Um das Flächensttick zwischen jenen Ordinaten zu finden, 
denen die Absciaaen x und x" angehören, hat man das obige 
Integral für / innerhalb der gegebenen Grenzen von ai bis x" zu 
nehmen, und dann ist 

/ = p" a:" . da^ = —vr^i Ix" " — x " ]. 
Fi-lr y^=px^ folgt f=^[/-Jj. 
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'■h^ (Mittelpunctsgleichung der Ellipse), 
daher /= V^ya^-^j^dx . . . (1) 

= 5 1/a* — x^ -\- ^ arc sin -, 
^d* — iB* -{' |- arc sin - 1. 
Nimmt mau dieses Integral von «^0 bis x^a, eo be- 
kommt man | der Ellipse, daher 

Ellipse = 4/ = a&;r. 

3) j/^ = — X 5 . «^ (Scheitelgleichung der Ellipse. Ur- 
sprung im linken Seheitelpunct). 




y = -yiaa^ — m^ und f = -JdxYlax — x"^ 
oder / = ^ [— ^ (a — ^0 1/2^3; — *' — |-' arc ein ^^-^j. 

Nimmt man, um wieder die ganze Fläche zu bekommen, 
dieses Integral von fl: = bis a- = 2«, und die so entstehende 
Fläche doppelt, so ist wegen arc sin — ^ ■- = — arc ein "— ^ — , wie 
vorhin, Ellipse = abn. 

4) a^y^ — b^x^ = ~ a^b^ (Hiperbel). 

Bringt man mit Hilfe einer Reductionsforrael vorerst l/^it* — a^ 
in den Nenner, und behandelt j ■ nach der Formel 

/, so kommt 
K« + ßi + i:<ä' 

Um die Consfante C zu bestimmen, bemerke man, dasa für 
.-?; = « die Fläche /^O wird, sonach ist 

= ~ ^la + C und C = ^ la> 

daher / =. |f ]/^:^3:^ _ ^ ? . ( ^ + ^f^ ). 

Diese Formel gibt die Fläche der Hiperbel vom Seheitel- 
punct an bis zu einer beliebigen Ordinate, deren zugehörige Ab- 
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. X -j ; . a'* (Sch eilelgleich ung der Hiperbel). 



'==-■1/2«« + «*, f ^ -/\/2a^ + s:^,div. 



Für das Integral /]/2 03: 4--'^^ «^■^ findet man 
Behandelt man I , '^ n . ^ nach i ^ ... ^ '^ eo folgt 

demnach 

Wendet m^n. der Eei.he nach die Integr^lformeln für 

I , und i ,— ^. - an, so komigt nach einer 

leichten Keduction: 

demnach 

/=i{i(«+o)i/ai+T»-|^ ([(«+«) + i/2«+i']j + c. 

Soll die Fläche yon x = an gerechnet werden, so ist 
6) ^"■ä" = « (Hiperbel). ^ 

/ = (t™ A^ "" c!« = a"* . — + C 

— ^-^^ 

oder / = C — r ^-—^-: . je "* . 
Bestimmen wir die Constante für dep Fall, wo für 3^ = 
auch/=0 ist, bq ist C=0, und ea ist 

f=^-- '*^- ^^- 
Denkt man sich vorerst m>n, und fuhrt in den letzt er- 
haltenen Ausdruck y ein , so folgt 
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Dieser Werth ist grösser als das Rechteck tsy; denn zieht 
man dieses Rechteck ab, so bleibt -^^, und die beiden Flächen 
stehen im Verhältniaee von m : n. Geht man umgekehrt von 
dieser Eigenschaft aus, und sucht die entsprechende Curve, so 

^"^g* ly^^ '• ify^'^ — ^y) = in : n, 

und hieraus (m — n)fi/dx = m^p. 

Differentiirt man, so ist 

{m — n)ydx ^ m^dy -\- mi/d.v, 
— ny dx ^ mady, 
abgesondert m . — == — n . — , 

= y X 

mly = IC — nix, 
ly«' = IC ~ W, 
i j/™^" =^ IC, 
j,"-^» = C 
eine Gleichung von der Form der vorgelegten. 

Eine ähnliche Betrachtung ergibt eich für n>m. 
Ist m^n, so erscheint die Gleichung- in der Form xy=:p'^. 
Für diesen Fall ist 

Jyda) = p'J^ = p^lx + C 

Wollte man auch hier die Fläche von der Axe der y be- 
ginnen lassen, so wäre = oo; hieraus sieht man, dass die zwi- 
schen irgend eiqer Ordinate und der Axe der y liegende Fläche 
unendlich ist. Lassen wir die Fläche anfangen bei der Abscisse 
x^, so ist C= — p'^lx^, sonach f^p^l.—. Setzt man 
Xq =p== 1, so fängt die Flache an mit der durch den Scheitel 
der Hiperbel geführten Ordinate; es ist jetzt f=lx. 

Soll man hier etwa die über der Abscisse a! = 1a stehende 
Fläche der Curve berechnen, so bemerke man, dass unter der 
Voraussetzung von a und h positiv, die Curve ihrer ganzen Er- 
streckung nach über der Absciasenaxe liegt, da für keinen Werth 
von X, y negativ sein kann; dasa ferner die Function disconti- 
nuirlich iät, wenn, x = a gesetzt wird. Vernjüge dem hat man 
die Fläche als aus zwei gesonderten congruenten Theilen beste- 
hend zu betrachten, welche einzeln gerechnet werden müssen. 
Man kann daher das Integral h— ir^i nicht unmittelbar innerhalb 
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der Grenzen a: = und a' = 2 a nehmen , sondern hat die Inte- 
gration wie nachstehend zu verrichten: 

oder für f = 0, / = oo. 

8) !/^ = „ ^_ (Cissoide). 

Es iat V = 7-, daher 

Der Natur der gegebenen Curve nach kann sich die Fläche 
nur von x^O bis x^%r erstrecken, also hat man 

/=2r -^^. 

Man bat mit Hilfe der Reductions- Formeln 



' H^r 



r = -|l/2»-a— a-=-fK2^ 



oder führt man die oben bemerkten Grenzen ein, und nimmt den 
Werth dieses Integrals doppelt, so folgt /= Sr're, d. i. die Fläche, 
die von der Curve und der im Endpuncte des Kreisdurchmessers 
senkrecht errichteten Asymptote gebildet wird. Das Resultat iet 
in 80 ferne interessant, als ein sich in's Unendliche erstreckender 
FJäcbenraum doch durch einen endliehen Zahlenwertb dargestellt 
werden kann. 

9) y^ = (Fusspunctscurve für die Parabel t/^ = px). 

Diese Curve wurde bereits im ersten Tbeile dieses Buches 
behandelt, sie erstreckt eich nur nach der Richtung der negativen 
a', die Richtlinie der Parabel i/^ = px bildet eine Asymptote zu 
derselben; es fragt sich hier um den Flächeninhalt, welchen die 
Curve mit der Richtlinie einschliesst. 

Die Lösung ist ganz analog der in 8) gezeigten, denn setzt 
man in der gegebenen Gleichung sogleich — x statt x, und 
schreibt für ^ die Zalil 2^, so ist i/^ ^ ■ _^ ■ - , also wie früher 



die gewünschte Piäclie. 



Sc'i 
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10) A-V"(« + .'/)'^(^^ — ^'') (Conchoide). 

Sucht man, waa hier bequemer ist, den Flächeninhalt, 
welchen ein Bogenetück mit der Ordinatenaxe und den zu 
den Ordinalen j/^ und y^ gehörenden Abacissen einachlieast, so 
hat man aus der gegebenen Gleichung ar =; 11 -j- ^|"j/6^ — y'^ 

lind nach f 'xdy, / = (" ' (l Jf-^\Yb^ ~.^f dy. 

Nun ist 

Behandelt man dsiS erste Integral nach der Forme l/|/ß — bx'^dx, 
30 folgt 

jYb^ — y^dy = l\/b^—y^ -t- |-aroain|. 

Bringt man in 1 — 1/^6*—)/" die Grösse l/'ö^ — y' in den 
Nenner mit Hilfe einer Reductiona-Formel, eo ist 

Dieses letzte Integral noch nach ■ — behandelt, 

^ Jll/« + J=:. + V^' 

Führt man die gegebenen Grenzen ein, so ist 

= (■' + t)K»'=^ - ('' + |')KS^=^ + 

11) x^' -\- y'^"> = 1. 

Bezeichnet m eine ganze positive Zahl, so sieht man leicht, 
daas die gegebene Gleichung eine geschlossene Curve repräsen- 
tirt, daas sie aus vier congruenten Beetandtheilen zuaammenge- 



tblgt : 
düher 
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Hetzt ist, und dass die äussersten Puncte auf den Äxeu durch 
a'^±l und ^^±1 gegeben sind. 

Es folgt sonach wegen ^ = (1 — a'-")'^™ 

Für m=l ist /= 4| {I---ayda- = n, 
J» 

d. i. die Fläche des Kreises für den Halbmesser = 1. 

12) a-^^ + i + y^^^ = 1- 

Diese Curvö besteht wie die frühere aus vier congi'uenten 
Tlieilen, Die grössten Abslände auf den Axen sind =1, denn 
ea kann x oder y nicht grosser als I #elrden. Man hat demnach 
für die ganze Fläche 

/= 4 a—x^^+i) ^ .dx. 



Für m = 1 ist / =±= 4j (1 — x^+^) ^ . dx. 

Setzt man a? = sin 91^"+^, also 

dx == (2k ^- 1) sin 9^". cos <p . d(p , 
dann ist 

/=4(2mH-l)J coa(p^+^sin9)S»rfg) ... (1) 

Die Relation a: = sing)^''-^ bestimmt gleichzeitig die neuen 
Grenzen, denn für a- = muse 9) ^ werden, ao wie für x = 1, 
g? ^ -^ sein hiubs, 

Setzt man auch n = J , so geht die gegebene Gleichung 
über in x -\- y^ ^ 1 , demnach ist die Fläche liach (1) 

/ = 12 I coä gj* sin 9)* dip. 
Nun iät 

und nach EinfQhrung der Gfenzeo 
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oder ea ist aus tl) y = ^ + 1/^2^ - 
„ (2) y = q-~ V? 



13) Die zu sucliende Fläche werde 
von .zwei Kreisbögeö MSN und 
MTN eingesclilosseD (Fig. 5)) deren 
i-espective Radien R und y seien. 
Die gemeinschaftUclie Sehne sei ^2a, 
und diese parallel mit der Abecis- 
aenaxe im Abstände = b. 

Legt man durch die beiden Mit- 
telpuncte c und C die Ordinatenaxe, 
und sind q und g die Ordinalen 
dieaer Mittelpuncte, so hat man für 
MSN die Gleichung 

iy - q)^ + ^'^ = iJ« . . . (1) 
und für MTN die Gleichung 

(y — qY -I- a'» = r2 ... (2) 



Es ist die Flache MSNPP' 



2f(g'-Ypr-_ 



also wegen ar. MTNS = ^r. 3ISNPP' — ar. 3ITNPP' 
ar.MTNS ^ 



- yii^ ■ 



2 [(q-g)iv + 1 yp^^:^ -i- lYP- 



-\- Vr^ — !■'=] da- 



arc Bin I 4- 1^ 



= ^{{q-q)a + lVR'-a-^^lYr^-a^^ 

+ -g- arc am j 

Bedenkt man, dass q ^= h ~- )/£' — 



und q ^^ h -]- Yf 
also q — g i= •-. {yp- 
: die Fläche 

% 



^+)A.-^ 



ist, so 

^ P^ arc sin -5 -f- !■' arc sin - 



a ) + x arc sin -^ -|- - 
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Dieses üeBiiltat läsat sich leicht erproben, wenn man be- 
denkt, dass für R = r und a^r die gesuchte Fläche in r^a 
übergehen muss, was auch in der That der Fall ist. 

14) Es sei ein Kreis vom Halbmesser a gegeben, über dem 
Durchmesser 2« sei eine Ellipse coustruirt, deren kleine Halbaxe 
= 6 ist; man bestimme die zwischen dem Kreis und der Ellipse 
enthaltene Fläche. 

Nimmt man für Kreis und Ellipse beziehungsweise die Glei- 
chungen 

y = y%a3: — X^ und y' = - Y^a^ ^ x'^, 
so ist die verlangte Fläche = J iy —y')d^ oder 

= ^[—^(a—a:}l/2aÄ — a-* — y aresin '^]- 
Für die ganze mondförmige Fläche hat man obiges Integral 
von bis 2a zu nehmen, und dann ist 

r "V^ax — a^ . (^) dx = (a—h) . ^. 



15) Es sei die Parabel y = l— a;* gegeben, durch den Ur- 
sprung A seien die Geraden {I y, =ta: und (2 y^^ — 4^ ge- 
zogen (Fig. 6). Es soll die Fläche ^J/iV bestimmt werden. 

Man findet sehr leicht die Absciese des Punctes M, a':=|, 
für N, x = — \, dann ist offenbar 
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= j iy—yi)dx ■\- \ {y—y^dx 



Diese ganz einfache Integration gemacht und die Grenzen 
igeführt, folgt /=iää6- 

Pjg^ y_ 16) Ea sei eine Ellipse 

gegeben, welche durch die 
Gerade MN geschnitten 
wird (Fig. 7). Ea soll die 
Fläche des elliptischen Seg- 
mentes bestimmt werden. 

Nehmen wir den Ursprung 
im Puncto A, so ist 




und /=^[[«~:c')V2ay-, 
+ -g- 1 are am — a 



die Gleichung der Ellipse, yj = a« + ß "ä'e Gleichung der MN. 
Sind die Abscissen der Dorchschnittspuncte M und N be- 
ziehungsweise x und x", so folgt für die Fläche des Segmentes 

f = fi:/'-^i)äx oder/ = J'^ ^-Yzax-x^ - ccx- ß\dx 

^ — {a—x")V2ax"—x"^'] 
csin^] 

Diese Gleichung gehört einer 
Curve an, welche in Fig. 8 ge- 
zeichnet ist. Sie bildet zum 
Tbeile einen für sich abgeschlos- 
senen Eaum AB, dessen Flä- 
cheninhalt bestimmt werden soll. 

Aus der gegebenen Gleichung 
folgt , wenn man sie nach x 
auflöst, 



25 
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2(5 +y) U" 

<1. h. jedem Werthe von y entsprechen immer zwei Werlhe von x. 
Der grSsste Zahlenwerth, welchen y anzunehmen vermag, folgt 
sua der Bedingungsgleichung 

a^ -\- h^=(h + 2y)^, d. i. y = ^ ■ 

Nun ist die Fläche 

AmBm = s.Y.ACBmA — &x.ACBmA 
oder AmBin = Jx", dy — J^' dy = f{x"—x)dy, 
welches Integral BChliesalich von j/=^0 bis y = AC = 
___ — & + Va^ + b» _ i, ■ t 



We„n ,.-„ ^V.;H-^-(. ^g 



und 



g (t + a) 



deinnacli hat man für die verlangte Fläche 

J. > + J 

Um diese Integration auszuführen, verfahre man auf fol- 
gende Art: 

„2 + 6'=/' und /■-(S+23/)» = «.«(/+S-|-2s)', 
dann ist 

, /-(t+2y) 
'^ /+(6-i-2j)' 

_ /( !-»■)- ig + -■) _ (/-»-(/+')-' 

2(1 + .') 2(1 + »-) 



<*» = - (TT^Jj- • " 

J + y — 



und 



2C1 + »') 
Substituirt man diese Ergehnisse in i^, i 



J^ (J" -»■) (! + »■)■ 
: /t" gesetzt wird. 
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Dureil die Einführung einer neuen veränderlichen Grösse ro 
ändern sich auch die Grenzen, und bedenkt man, daes für y=0 

^"^^ =' >+i6 + 2 -fj' '^ = Ä' fü'-s,=-2-» "' = Ofolgt. so 

sind die neuen In tegrations- Grenzen dJo = 7, 0,^0, eonach 



Zerlegt man den Bruch 
bräche, so ist 

■^ 1, l2(l+i.')'U + » 



• ') (! + .■)■■ 



^+- 



(! + »■) ■ » + ■')• ^ 11+»")' ■ U + » 
Führt man diese einfachen Integrationen wirklich aus , 
folgt nach einer leichten Eechnung 



^vm 



— ^(4&''~/^)arctang| 
als die verlangte Fläche. 

Anmerk. Diese Curve, welche unter dem Namen der 
Ophiuride (Schlangenschwanzlinie) betannt ist, gründet sich 
auf die folgende Entstehungsart: 



Fig. 9. 



Es ist eine Linie Aaf gege- 
ben, und in derselben ein Punct 
A, überdiess ein zweiter Punct 
D (Fig. 9). Zieht man durch D 
die -willkürliche Gerade DE, er- 
richtet in M eine senkrechte Li- 
nie auf Z)E, AMA_EF, so ist 
M ein Punct der oben bezeich- 
neten Curve. 

Da AME ein rechtwinkeliges Dreieck ist mit dem rechten 
Winkel bei M, so folgt 

a = ^ . PE, BE = ^ und a = a: -\- FE + BE, 

^ ^ bx 

also a = ic + ^ -\- -j, 

demnach 
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18) y = |(<i'" + « ■). 

Eb i3t /=J| («= + «"") da! oder / = ^^ (e- - «"■). 
Für das zwischen zwei Ordinalen liegende Fläclicnstücli ist 

/=|!(,*_r?)-|^#-r?). 

19) Ea sei eine Parabel y^^^fx gegeben. Durch den Punct 
A\ 21 n werde eine Sehne unter dem Winkel tp gezogen. 
Man aoll die durch diese Sebne abgeschnittene Parabelfläche an- 



Es ist die Gleichung der Sehne y ■ 



i fang {p{x — x") , und 
ihre Länge 4^ [/ x sin 9* + 7 cos 9^. 

Ist allgemein y =f{x) die auf das Coordinatensyatem mit 
dem Winkel ip bezogene Curve, so hat man für die Fläche den 
Ausdruck fy sin 91 . dx- 

Im gegebenen Falle ist die Fläche 

Dieses Integral genommen von a,' = ~ ^ cotg (p^ bis x = x\ 
80 bleibt der unveränderte Ausdruck für die Fläche 

i|^(^' + |c..g,f. 

Was die Grenze — ^ cotg tp^ anbelangt, so 
chta anderes ala die Äbscisae des Durch- 
schniftspunctes der zur Sehne 
gezogenen Tangente mit der Ab- 
sei ssenaxe. 
20) y = Ix. 

f=fix.dx = tcix~x-\- a 

Wird die Fläche von x = 
an gerechnet, so ist wegen /= 
und lülx^O auch C=0, da- 
her / ^ xlx — X. 

Setzt man ä! = AO~l (Fi- 
gur 10), dann ist / = — 1, d. i. 
der asymptotische Kaum AOmn, 



Anmerkung 

dieser Werth r 
Fig. 10. 
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21) y = x''. 

Verwandelf man a;* in eine Reihe, so ist 

/ = J(l ^ xlx ^--^ßxY + j^^(l^Y + etc.) da:, 
lotegrirt man hier die einzelnen Bestandtheile nach der 
Formel i\xr f&'"{lxf dx, so folgt: 
/ = a,- + (!* - i) . ^ + ((!# - }!« + y-) ■ ä + 

+ ((ix)' - i(i^)' + i; _ iii) . ^^ + . . . + C. 

Nimmt man dieses Integral von j; = bis 3:^=1, so ist 
/=l-i; + 5I-p+5T- etc. 

22) dx ^ ■ - (Differentialgleichung der gemeinen Cy- 
cJoiüe). 

f = fy do: ^ { —^^^^~ = {-ß^, 

-' ■'^ JyZrg-s^ JV2r-y' 

das ist derselbe Integralausdruck wie in 8). Es ist sonach, da 
man auch hier die halbe Fläche findet, indem man das obige 
Integral zwischen den Grenzen i/ = bis ^z = 2 r zu nehmen 
hat, / = Zf^ic, d. i. die cycloidische Fläche für den ganzen Eaum, 
der bei einer vollständigen Umwälzung des Kreises erzeugt wird. 
Wäre die Cjcloide durch die Gleichungen gegeben 
ex ^ ran — ' r sin w, 
\y z= T — rcoa CO, 
dann ist dm^^ril — costa)^», demnach wegen 
J ^ Jy dx = T^f{\ — coa aY d ea 

= »"^ (fro — 2 sin oj -|- | sin 2ro). 
Für 01 = 31, d. h. für die halbe Cycloide, hat man -l^^r^jt, 
demnach /^3r*3t, wie zuvor, 

23) r = a(p" (allgemeine Gleichung der Spirallinien), 
Es Ist f = ^Jr^ d<p , daher 

/ = T/f '*'' = S(S+« + ''■ 
Ist n positiv, und zählt man die Fläche von der festen Po- 
laraxe, so wird /=0- für 9^ = 0, mithin auch (7=0, und man 

....{!) 



% = s- und n = l, 



hat 


man 


(archimedischf 
. im früheren 


a>2»+l 


24) r = 
Setzt 


ai2n + l) 

'. Spirale). 
Beispiele 
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kommt nach {l)y=:^j~. Für eine ganze Umdrehung hat man 
QD =2 3e zu setzen, wornach / = ä wird. 

Bei n Umdrehungen des Leitetrahles ist gj = «.2ro, also 

bei {11 — 1) Umdrehung /^_| = ä — '■ — , sonach ist die Fläche, 

welche von der (w — 1)*°° und «"" Windung eingcBchloseen wird, 

/,-/.-. = ![»■- (»-in 

25) r = ij -I- |/pii!(p (parabolieclie Spirale, äusserer Ast). 

/ = WR + VWir- ä<p 

= i/{It' + 2Äl/i!J.y^ + pR.ip}.dip 
= i[ll'9 + iRVSp . 9>* + piä . f ] + C. 
Beginnt die Fläche bei <p = Q, dann ist auoli 

C = und / = !f[lt + iVlif^ + p|]. 

26) r = a^ (logarithmische Spirale). 

2g, 
/=i/««^<iy = J,^+ C. 

Nimmt man die Fläche zwischen den zwei Eadien-Vectoren, 
welche den Winkeln q:>, und tp^ entsprechen, so hat man 

J ila^^ ^ -i' 

oder sind für die Winkel ^, und q>^ die respectiven Leifstrahlen 
r^ und j-2 , so hat man wegen r, = a^' und r^ = a''' 

27) r = — T — (Polargleichung der Ellipse). 

Der Pol befindet sich nach dieser Gleichung im Breun- 

puncto rechts, p = —, s^- = . 

Für die Fläche der Ellipse hat man 



Setzt I 

1 + £ cos 9) =: : 



ß Iti-h — TT 2U bestimmen, 

J(l +fC0S9) = 
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eo hat man, da für 91 = 0, j;=I + s, und für gJ = K, x = l 
wild, 

,= .f' + ' fa 

'' Ji_,.-l/-(i-.>) + a.-.= ' 

Nach der Formel für 1 — ^= folgt 

J,-y. + (!. + ,.■ <* 

f ^j: _ — V^J: ^ r rfr 

J."yx" ... a.jivx' 
es ist eonach wegen « = — (1 — £*), 
^ = 3, 
? = - 1. 

r "- 

J.-r-g -.-) + s. - •■ 

_ T/-(i-,.) + ;.-,. 1 f ■*■ 

(!-.■).. T ,_,,J,^_(l„,■, + ^,_,.■ 

. , r ^i 1 . ß^ — i^ 

und da | ,, = -7- , arc sm ,, =r 

ist, so folgt endlich 



J..v:rir= 



.') + s. 



(J-8J-»^ (t—t"/ ^"^ 

Bestimmt man dieses Integral innerhalb der Grenzen (1 + e) 
und (1 — e), so kommt für /= ~ " , , oder wegen p^=-^ 

und B = ■ - ■■ ~ ■, d. i. 1 — s^ = ~j, 

/ = ^ jr ■ *i = ajjr 

28) (iif* + s»*)^ = a^ix'^ — p^) (Lemniaeate). 

Ueberträgt man diese Gleichung auf Polar -Coordinaten, 
setzt also x = r iios(p, 1/ =r üng>, so folgt sehr einfach 

Für den vierten Theil der Fläche hat man 
if a^coä2q)dq) = ^• 

sonach für den vollständigen Raum a\ 

Anmerkung. Der Ursprung ist hier ein doppelter Punct; 
zieht man in diesem die zwei Tangenten, bo folgt für die Glei- 
chungen derselben i/ = ±x. Da nun tang|=l ist, so wird 
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jetzt klar sein, warum bei der FlächenbeBtiinmung das Integral 
von g7 = bis g)='-s genommen wurde, 

29) r s= — . -ß- (Quadratrix des Dinostratus). 

Der Flächeninhalt eines Sectora zwischen den Leitstrahlen, 
die zu den Amplituden g), und (p^ gehören, ist allgemein 

Bestimmt man I —. — ~ durch das theilweise Inteenren , so 

hat man nach /wtJw = ww — fvdu, wenn w = g)^ und (?ii = -r-^, 
also du = 2rp drp und v ^ — cotgy gesetzt wird, 

I -; — — ^ — (p^. colgy + 2ip . Is'm <p — - 2/1 sin (p . dtp. 
Entwickelt man ^. sin 91 in eine Reihe und integrirt die ein- 
zelnen Beataudtheile, so ist 

flsmrpdtp = 
'= ipl\ — T-2 sin 2 9 — s-T sin 4 y — w^smQ<p — eto, , 



also 



- ip'^coigrp -|- 2fpl&\Titp - 



2[,,iJ- 



- ain 2 cp — 
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Setzt man gleich q'a^^s und q:',=0, dann ist 

/ = ?;5;.-2.|.!j = i|!.;2. 

Indem man hier die Grenze qi^O einführt, kommt die 

Function tp'cotgip für g! = in der Form O.oo, weiches Pro- 

duct in dem Falle ^0 ist, wie man sich leicht überzeugen kann ; 

eben eo wird tpl sin^ ^ für 9 = 0- 

30) 3; = 2rcostp — rco8 2<p ) -, ,^ i- ■ 1 , 
r, ■ ■ n [ I- (Cardioide.) 

y = 2T&m<p — j- sm 2 9 ( 

Um den von dieser Curve eingeschlosseneu Flächenraum 
zu finden, übertragen wir die Gleich. L, welche sich au£ recht- 
winkelige Axen bezieht, deren Ursprung im Mittelpuncte des 
Grundkreises ist, auf Polar-Coordinaten. 

Eliminiren wir aus dem Systeme I. den Winkel (p, so folgt 
{•' + S'f - S'" («' + y') + 8r-i - 3f« = . . . II. 
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Verlegt man den Ursprung vom Mittelpunct des Grund- 
Jireiaes in den Punct des Durchschnittes der Peripherie dessel- 
ben mit der Abscissenase, setzt also r — ic statt x in II., so folgt 
nach einer einfachen Reduction 

{x^ + y^Y — 4:rx(a)^ -f J/*) — 4»''f/' — 0. 
Um nun auf die Polargleichung dieser Carve zu kommen, 
schreibe man mcosü statt x und usiav statt ji, dann folgt 
u = 2r(cosi'— 1). 
Für die gesammfe Fläche ist 



/ = 2 . -^ u'dv = 4»-V„ {cos«-l)^ dt 

= 4r''r^sin2f 4-t*'-2smr]^'', 
und nach Einführung der Grenzen /^ Ör^sr. 

Ohne übrigens auf Polar-Coordinaten überzugehen, kann 
man die Curve I. auch auf folgende Art quadriren: 
Für das Differential des Sectors hat man 
df = iixdy—ydie), also / = ^{xdi/ — i/dx]. 
Im vorliegenden Falle ist 

dx ^ — 2r(3in (p — Bm2.<p)d(p, 
dy = 2j'(gos9) — aüa^rp)d'p, 
xdy — yda; ^ 12»"^ sin-^-rf^s, 

also /= 6r^/8in^,d(p = l2j'^/9in^. d^. 
Nun ist 

^.01* ,01 ,.(p lp,,Q3 

/sm ^ . (i I = — i sm I cos I + | . | , 
folglich / = 6r=(~ sin I C08 f + I) + a 
Um die ganze Flüche zu erhalten, hat man das obige In- 
tegral von fp = Q bis g5 = 2jr zu nehmen, dann folgt /= Gr'jr, 
wie vorhin. 
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Achter Abschnitt. 

üeber ebene Cui-ven, deren Bestimmung auf 
Differentialffleichunffen führt. 



Aufgabe 14. xlis ist die Curve zu finden, deren Subtan- 
gente einer gegebenen Function der Abaoisae gleicfi ist. 

Lösung. Es sei die Sublangenfe =f{x), so folgt wegen 

^■d^^f^^^^ ~f~f^)' ^^^° 1/ = ^ *'. die Gleichung der 
verlangten Curve. 

a) Es sei die Subtangente gleleb dem mfachen der Abscisse, 

dann hat man Wegen /(a;) = mx, Ur^ = I— = —Ix -{- l C, 

also ly = IC'x^ und y ^ C'x"^, <!. i. y"' = Cx. 
Für m = 2 folgt y''=Cx. 

b) Die Subtangente sei constant = a. Wegen /(x) = a folgt 
aly^x-\- C Soll für x^O, y^l werden, so kommt aly^x, 
oder für aly ^\o^y, \ogy = x, d. i. die Gleichung der loga- 
rithmiscben Linie. 

ö) Das Quadrat der Subtangente sei der Abscisse proportional. 

Es gilt hier (y ■ jp) = ax, 

dx ,/ — ■ 

y ■T~ "= Vax, 

integrirt aly = 2\/^ -\- C oder iogy = 2'l/aä:. 

Aufgabe 15. Die Curve zu bestimmen, deren Subnorinate 
eine gegebene Function der Abscisse ist. 

Lösung. Wegen y . g = f(^) folgt y^ ^ 2/f(x) d^ -{- C 
als die gesuchte Curve. 
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«) Ist die Subnormale constant, etwa =a, so folgt 

i/^ = 2«^ 4- a 

Soll für x = 0, y = sein, ao bat man wegen C=0, 
)/^ = 2a X. 

b) Es sei die Subnormale der Quadratwurzel aus der Abäcisse 
proportional. 

Wegen /M = «JA- folgt 

» = T ■ "^ ■ 
Aufgabe IG. Ea ist jene Curve zu suchen, deren Tan- 
gente constant ist. 

Lösoog. T^gt. = y|/l+^ = o. 
Es folgt if, =" -rä^, 

i^ * 

Fahrt man dieses Integral mit Hilfe einer Reductions- Formel 
aus, so kommt 

als die Gleichung der verlangten Curve. Bestimmt man die 
Constante für den Fäll, wo fär x = 0, y= — a wird, ao folgt 
C= 1, demnach 

:. = ± jl/J^^F + al "^^'-' ] 
die Gleichung der sogenannten Zuglinie (Tractoria). 

Aufgabe 17. Es ist die Gleichung der Curve zu finden 
deren Normalen in allen Puncten dieselben sind. 



Lösung. Norm. = p 1/ 1 + -7^ '^ "» 

dl ■ Va^ — y' 



dx = ^- 



integrirt 

x^G^^ Va" — y* oder 3^» -f y« — 2 Ca; + (C^ ~ «') = 0, 
woraus ä^ -|- j/^ = 2aa; folgt, wenn man nämlich die Constante 
ao bestimmt, auf dass für ä; = auch ?/ = wird. 
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Aufgabe 18. Wie heiset jene Curve, wofür die Normale 

= l/o;^ + y^ ist? _____ 

Lösung. y|/l+g = 1/^5+7? ,...(.) 
Hieraus folgt 

-^ = -i oder Ij^ + -Mj^ ( = 0. 

Dieser Differentialgleichung entsprechen die In tegralglei- 
chungen 

y^ ~ x^ = . . . (1) (gleiche. Hiperbel), 
y^ -\- x"" = C . . . (2) (Kreis), 
und allgemein («/^ — x^ — C}(i/^ -{- x^ — 6") = . . . (3), 
welche letztere Gleichung jedoch keine andere geometrische Be- 
deutung mehr zuläast, als die in (1) oder (2) erkannte. 

Anmerk, Dass die AuflÖsuDgen (1) und (2) der ursprüng- 
lichen Differentialgleichung in (a) entsprechen, davon kann man 
sich sehr leicht überzeugen; man braucht eben nur aus (1) und 
(2) j^ zu beelimmen, eo wird hiefür die Gleichung (a) befriedigt. 

Dass auch die Gleichung (3) der ursprünglichen Grundglei- 
chung in (a) genügt, davon überzeugt man sich am einfachsten 
auf folgende Art : 

Es ist aus (3) ^ = ^ . .^^' + '^7^!' Setzt man in die- 
een Ausdruck für y* die Werthe x^ ■-[- C oder — a;* + C, so er- 
hält man für -j- beziehungsweise -f- - oder — - , wie es sein soll. 

Aufgabe 19. Es ist jene Curve zu bestimmen, deren Polar- 
Sublangente eine gegebene Function des Leitstrahles ist, 

Lösung. Die Subtangente durch Polar-Coordinaten ausge- 
drückt ist durch die Gleichung gegeben; 

Sublg. = ,'. g, 

Soll MB r". g =/{r) sein, so folgt 

' ^ =J/ölr + a 

Setzt man f{r) = Ar*, dann ist 



und hieraus wieder für ?i ^ 

die Gleicliung der hiperbolisehen Spirale. 
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Aufgabe 20. Jene Curve zu finden, deren Polar-Subnor- 
male eine gegebene Function des Leiiatrahles ist, 

Lösung- Die Polar-Subnormale wird ausgedrückt durch -^ . 
Der Aufgabe gemäss ist 

£j=/W, daher <P^j^,+ C. 
Setzt man wie oben (Aufg. 19) f(r) = Ar", dann erhält man 

ff- = C — ^ ,_, . 

Ain-l) 

Setzt man m = , d. h. soll die Subnormale conatant sein, 
so ist 9 = C + ^ oder Ä{^— C) = r die Gleichung der ar- 
chimedischen Spirale. 

Aufgabe 21. Ea ist jene Curve zu finden, bei welcher die 
Projection der Normale auf den zugehörigen Leifstrahl constant ist. 

Lösung. lat M mit den Coordinaten x und y ein beliebi- 
ger Punet der Curve f(x, y) = 0, so ist in diesem Puncte die 
Normale nr=y\/i-{-^. Ziehen wir den Leilstrahl durch 
den Ursprung des Systems , so ist die Gleichung desselben 
y =^ . x. Bezeichnet man den Neigungswinkel zwischen Nor- 
male und Leitstrahl durch w, die Projection der Normale durch 
n, 80 ist jj' := n . cosp. Nach einer leichten Kechnung ist 

cos« = . ——===, daher n = ^ • 



Soll nun n constant, etwa gleich a sein, so hat man die 
Differentialgleichung 

oder (y^ — a|/i^ -]- y^) dx — xy dy ^ 0. 
Ist diese Gleichung auch nicht homogen, ao läsat sich doch 
durch die Substitution y = xz die Integration sehr einfach aus- 
führen. Man erhält dann 

aYl-\-z'^.dx -[^ x^zdz = Q, 
oder wenn man absondert 

~ + y== = ™d -1 + VTT7' = 0, 

WO c eine willkürliche Constante bezeichnet. Setzt man für z 
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den Werth - und macht die Gleichung rational, 80 kommt 
A-" + y^ = [ex -\- a)\ 

Diese Gleichung entspricht den Kegelschniftslinien, das sind 
jene Curven, welche der vorgelegten Aufgabe genögen. 

Aufgabe 22, Es soll jene Curve gesucht werden, bei wel- 
cher das Verhältniss der Abscisse dea Durchschnitfspunotes der 
Normale zum zugehörigen Leitstrahl constant ist. 

Lösung. Ziehen wir auch hier die Leii strahlen durch den 
Ursprung, so ist für den Punct x, y der Curve f(x, y) ^ ^ die 
Länge dea Leitstrahles = \^x'* -|- J'^i und nachdem 

y -y = - ^('''-^^ 

die Gleichung der Normale ist, so ist die AbaciBse dea Durch- 
Bchnittspunctea = *■ -|- j) . —-, man hat sonach die Differential- 
gleichung 



oder (x — a yw^ + y^) dx -{- y dy - 



Vx^ + f 

Setzt man hier y = xz, kürzt durch x ab und sondert die 
Veränderlichen, so hat man 




oder Ix + l{u — a) = Ic, 
d, i. x{,u — a) = c. 
Für M den Werth gesetzt, kommt 

x^ + y^ = (ax + cy-, 
die in der Aufgabe ausgedrückte Eigenschaft ist also wieder für 
die Kegelschnittslinien charakteristisch. 

Aufgabe 23. Es ist die Curve zu finden, deren Krüm- 
mungshalbmesser eine beständige Grosse ist. 

Lösung. Nennen wir die beständige Grösse a, so haben 
wir die Gleichung 

oder wenn wir, um kürzer zu schreiben, 
setzen, 
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Wegen ■ 



(n) 



•"" » - " -^ YT+^ ■ ■ ■ 
Eüminirt man aus den Gleicliungen (m) und (n) die C 
p, indenn man beide Gleichungen quadrirt und addirt, so folgt 
für die verlangte Curve die Gleichung 

Diese Gleichung repraaentirt bekanntlich einen Kreis, der 
demnach die einzige Curve mit constantcn Krümmungshalbmes- 
mer ist. 

Aufgabe 24- Diejenige Curve zu finden, bei welcher das 
Quadrat des Krümraungshalbmeeaers der Abecisse proportional ist. 

Lösung. Bezeichnen wir den Krümmungshalbmesaer durch 



t die Grundgleichung —=^a oder y = yax, d. i. 

(i + pf = g.)^, 

oder wenn abgesondert wird, 

_££_ ^ dp 

vir. (j + ,.)#■ 

Durch Integration dieser Gleichung folgt 

Die Constante C läset sich durch die Bedingung wegschaf- 
fen, indem man festsetzt, ftir 3: = soll auch p=:0 werden, wo- 
durch also C=0 wird, und dann ist 

P = y—ii' ^^^^^ ^ = J y-^irii- ^^■ 

Dieses Intesral lässt sich leicht auf die Form v ^ \ -. . ^= 

bringen, wobei 2m = - bezeichnet. 
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Benülzt man zur weiteren Integration des obigen Differen- 
tialausdruckes die Forme! i— =ä=^=, so kommt 



!/ ^ — 'Y 2.111 X — x^ -\- arc sin v. - + C, 
oder wenn man für m den Werth setzt und C für den Fall be- 
stimmt, wo für j;=0 auch y = ist, so hat man fftr die Glei- 
chung der verlangten Curve: 

j = — ^y^ax — ix^ -f I arc sin v. ~, 
d. i. die gemeine Cycloide. 

Aufgabe 25. Der Krümmungshalbmeaser sei dem Quadrate 
der Ordinate proportional. 

Lösung. Man hat in diesem Falle die Grundgleichung 
(1 + p')^ ^ ii_ 

q a ' 

Um diese Gleichung zu integriren, multiplicire man sie 
mit q = -^ und dy , so geht sie über in 

o;dy(l+p2)* = y\dp.p, 
und durch Absonderung 

ady __ pdp 
integnrt man beiderseits 

C bestimmen wir so, dass für y=-a, p = folgt, woraus sich 
C=0 ergibt, und dann ist 

p = IVy^ — a', daher das = t7=^. 
Eine nochmalige Integration [nach der Form f-^ ^. =\ 

gibt ^ = ai[y + yf~:r^-} + c. 

Soll für y^a, fl; = werden, so ist C'= — ala, demnach 

die Gleichung der verlangten Cntve a; = a . ly-^ — ^J, 

welche einer Kettenlinie entspricht. 

Aufgabe 26. Der Krümmungshalbmesser sei proportional 
der Quadratwurzel aus der Ordinate. 

Lösung. Um die Curve von der gegebenen Eigenschaft 
zu finden, muss man von der Gleichung ausgehen : 

^ = -1^7. 
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Verfährt man weifer mit dieser Gleichung wie in Aufg, 25, 
so folgt 

Diese Gleichung integrirt, gibt 

'■V'i = WT7. + " ■■•■>" 

Setzt man gleich jetzt die Bedingung, dasa für y^^, p = 
sei, dann ist auch C^=0, und es folgt aua Gleichung (1) 

Die hier nothwendige Integralioo wurde bereits in Aufg. 24 
durchgeführt, und wir haben sonach, wenn wir im dortigen Rp- 
eulfat bloss X mit y vertauschen : 

a! = ^ arc sin v. — — \ ^ay — 4^^. 

Setzen wir „ =^ '', 



die verlangte Curve, d. i. eine gemeine Cycloide, wofür der Hiilh- 
messer des Wälzungakreises ä* = g 'et. 

Aufgabe 21. Diejenige Curve zu finden, bei welcher in 
jedem Puncte der Krümmungshalbmesser der entsprechenden Nor- 
male gleich ist. 

Lösung. Man hat hier dem Sinne der Aufgabe gemät^s 
die Grundgleiohung: 

Um diese Gleichung zu integnren, dividiro man durch 
l/T-Fp^, multiplicire beiderseits mit q ■=. -r- und dy , so folgt 

— dy .{\ -fp^) = 2/.dp.-j|, 
und wegen t^ = P erhält man dann durch Absonderung 

^ __ pdp 

'j (!+;>")■ 

Diese Gleichung integrirt, gibt y - 
Ferner ist aus dieser Gleichung 



Kl+f 
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und demnacli durch nociimaligo Integration 

x = - yc^-y^ + C\ 

sonach (ä — 6")* = C^ — y^. 

Besfiramt man, dass für x^d auch y = werde, so kommt 
für die Gleichung der verlangten Curve: y^ = 2 C« — ^^ d, i, 
die Gleichung eines Kreisee. 

Der Kreis ist aber nicht die einzige Curve von der bespro- 
chenen Beschaffenheit, denn nehmen wir den Krümmungshalb- 
messer im negativen Sinne, so ist die za integrirende Grund- 
gleichung; 

+ ''^ = yVTTF' . . . . w 

Verfährt man mit dieser Gleichung wie früher, so kommt 

y = cVTTr (1) 

Wegen dx=^ = j^£^ i^t 

x= Clip + Vlfp^-] -I- C ... (2) 

Um die Conatanten C und C zu bestimmen, wollen wir 

annehmen, dass für ?/ = « und x = Q, p'=Q werde, dann folgt 

aus (1) C=:a, aus (2) C'=0, und es erübriget nur noch, aun 

den Gleichungen ^ = a]/! -|- P*. 

die Grösse p zu eliminiren. Diese ganz einfache Ehminatlon 
ausgeführt, gibt die Gleichung : 

d. i. die Gleichung der Keitenlinie. Der vorgelegten Aufgabe 
leisten also zwei Curven Genüge: der Kreis und die Kettenlinie. 
Wir können die Integration der Gleichung auch noch auf 
andere Weise bewerkstelligen: 
Es ist aus Gleichung (a) 

1 -I- p^ _ ^ ^ (3) 

Differenzirt man diese Gleichung, so kommt 

2pdp = y dq -\- qdy. 
Divldjrt man diese Gleichung durch dx, so ist auch 

2pq = ijTArpq oder ^ = J ■ ■ ■ (P) 
d. i. -^1= -^, daher lii -=10 — la^. 

Aus der letzten Gleichung folg! q = a^y. Schreibt man 
hier statt q die Bedeutung, so ist 



y Google 



i? ~ "V = « w 

Dieser Gleichung entspricht 

y .= e""" und m :^ ± ö, 
BOtiach das vollständige Integral 

y = C,g^«^ + 0,6-"" {Ö) 

Der ursprünglichen Gleichung (a) bommon ihrer Form rtnoh 
nur zwei willkürliche Conetante zu, wUhrond 7.\ir Gieichung (ß) 
drei willkürliche Conslante gehören. 

Substituirt man aua {S) den Werth von y in (a) oder in (3), 
m folgt noch zwischen den Constanten a, C, C^ die Relation: 

ia^Ci C, = 1. 
Es müssen also für die verlangte Curve die Gleichungen beslehen: 

Uffi^Ci Ca -= 1. 

Aufgabe 28. Die Curve zu finden, deren Krümnaungs- 
halbmeeser sich wie die dritten Potenzen ihrer Normalen verhalten. 

Lösung. Bezeichnen wir den Krümmungehalbmesser mit y, 
die Normale durch n, so besteht der Aufgiibe gemäss die Glei- 
chung --j =: a^, oder indem man für y und n die AVcrthe setzt, 

-^ = «■/(! +rt'. 

Hieraus folgt weiter 

^ — — J_ 
[das ist eine Differentialgleichung der zweiten Ordnung und von 
der Form /(y, 0) = oder = ?. (y)]. 

Multiplioiren wir diese Gleichung mit 2d^, so lässt sie 



sich schreiben 
und nun integrirt 



iil _ 



dl! • 



* + C = i,(l+«'CjV', 

a'C'C + CV = 1 + o'Cy=. 
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Soll für a! = auch j/ = werden, so muss a^CC'^^l 
sein, demnach ist 

aSC^a-a -{- 2a''C^C'..v = a=Cj' oder y^ ^ ^ -(- C.v^ 
die verlaDgte Curve, nämlich die Gleichung eines Kegelschnittes, 
und zwar die einer Ellipse, Hiperhel oder Parabel, je nachdem 
negativ, positiv oder Null ist. 

Aufgabe 29. Man bestimme jene Curve, für welche der 
Krümmungshalbmesser gleich der doppelten Normale ist. 

Lösung. Die Grundgleichung ist 

- 5i±ö! = 2ji/r+7. 

oder abgekürzt — (l -\~ p^) ^= 2i/ . q {I) 

Schreibt man statt g, J'-, und multiplicirt die Gleichung (I) 
mit dl/, 80 folgt nach Absoaderung 
^ 2p <lp 

inlegrirt ^y = ? . 2 C — Ul + p") 

oder y = -^^-^ (2) 

Hieraus folgt 

oder X r= C' Ar C arc sin v. |, — ]/2 Cy — V • ■ • (3) 
Soll für j/ = auch a: — werden, und für ^^2a, p = 0, 
dann folgt beziehungsweise aus (3) und (2} C ^= und C=-a, 
demnach ist die Gleichung der verlangten Curye 

a; = a . arc ein v. ^ — ]/2«j/ — y^- 
Aufgabe 30, Es soll jene Curve gefunden werden, deren 

Kri'immungshalbmesser eine gegebene Function der Abscisso oder 

der Ordinate ist. 

Lösung. Es sind bereits in den Aufgaben 24, 25, 26 über 

dieses Problem specietle Falle durchgeführt; um allgemein zw 

sprechen, so sei für den ersten der beiden Fälle 

oder (I + ff = /{,) . *-, 
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oder iiilegrirt 

Ist J— = Jl, dann folgt 
p = Ü= „ ^ + ° , d.her ,j = f- g+-g-"'-- + C-, 



Für den zweiten Fall ist 



Es folgt — j = -TTTT, oder intesrirt 
(1 + pV '^ "" 







Aufgabe 31. Mau bestimme jene Curven, in welchen der 
Krümmungshalbmesser mit <ier Normale in einem gegebenen Ver- 
hältnisse steht. 

Lösung. Geht man von der Grundgleichung aus: 
Ki'ümmungshalbm. : Norm. ^ 1 : mi. 




p ■- 

Aus dieser allgemeinen Formel folgt für m = — 1 ein Kreis, 
für m = + l die Ketienlinie (Aufg, 27), für m = — ^ die Cy- 
doide (Aufg. 29), für m^ + ^ die Parabel, u. s. f. 

Aufgabe 32. Es sind jene Curven zu bestimmen, deren 
Krümmungshalbmesser dem Leitstrahle proportional ist, welchen 
man von einem festen Punete zu jenem Puncto sich gezogen 
denkt, in welchen der Krümmungshalbmesser errichtet ist. 

Lösung. Denken wir nns die Gleichung der gewünschten 
Curve auf Polar -Coordinaten bezogen, dann ist für den Krüm- 
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y = -■■ - ■ ■■■ ,^,j -^ — j^— - . . . (1, 

lat m eine cwnetante Zaiil, daim folgt die GrLiiidgleioliiKjg 

(•■' + £=)' 

Um liiece Gleichung zu intcgrireii, setze man -r— = p, a,\n<. 
gellt die G 

(,.3 4- pi)T 



*■ + ^p'^ — J-.p^ 

Da diese Gleichung homogen ist, setze man p = rz, 
ca ist dann 

(i + .T = „(i + ."-„.£). 

tlieiaus folgt durch Absonderung 

iSetzt man I -\-z^ = t^, also zds=^ t dt, so ist 

inauhj ^ ^^_ _^, behandelt, wobei a = 0, j3 = Hi, y = — l i 
und ferner, wenn man gleichzeitig für t, "|/l-j-s^ und 2: 
sLibstituirt, folgt 






Diese Infegration kann nun ohne weifere Schwierigkeit aus- 
geführt werden. 

Die Integration lässt sich auch noch andere durchführen, 
wenn man zd(p statt — in (3) setzt. 
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Es folgt dii] 


"\ md. 


Hetzt man i 


; =^ tätig M, claim foigt 




' f 7,1 cos « - 1 ' 



welches Integral verschieden auefällt, je nachdem hi = 1, oder 
»/i >■ 1 , otler «i < I ist. 

Aufgabe 33. Eine Curve zn bestimmen , deren Kriim- 
mungfshalbmesser der n*™ Potenz des von einem gewissen An- 
faogspuncte an gerechneten Bogens proportional ist. 

Lösung. Ist allgemein der Krümmungshai bmesaor 



dt/d^x — dxd^y 
und da man hier den Krümmungshalbmesser mit dem Bogen 
vergleichen soll, so ist es am bequemsten, ds als constant anzu- 
sehen, wornach d •Ydis'^ ^ dy"^ = Q sein muas. 

Aus dieser letzten Eelation folgt d'y = ^ dx . -j--, und 
daher der KriimmungshalbraesBer = — ^ - - . 



Setzt man nun -^j— ^=-^^, oder wegen dy = \/ ds^ — da:' 



Diese Gleichung lüsat eich darstellen, wie folgt; 



hieraus folgt durch Integration 

— ^jTT) ■ s'"^^ -= - ;sri ■ arc cos \j;^ 
und arc cos i^\ = C + ^^^ . y| 
Der Winkel, dessen Cosinus = ^, ist hier deijcnige, den 
die Berührungslinie in irgend einem Puncte mit der Abscissenaxe 
bildet; nennen wir ihn <p, dann ist 

■P = C' + ^,. (1)'"^' .... (1) 
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Es ist also ^=3C08g), und aus dx = ds.(i0Sfp folgt 
ilurch theilweise Inlegration 

a: = Ä . cos g) — fs . d Qosq) . . . . (2) 
Setzt mau aus (I) den Werlh von s in das Integral von (2), 
so folgt 

. j /- ad cos f} 
J ad cos (p = j 1 —■ 

Dieses Integral lägst sich nicht gut allgemein behandeln; 
liir n=i geht es über in 

l fd. cos q>(<p~Q^ = 
= ~ [C. COß fp — %C . (p cos <p 4- 2 C . sin 9 -\- 

-|- 9* cos ff) — 2(p sin qj — 2 coe cp], 
sonach ist 
X = s cos 9 — ^ [C* cos gs — 2 (7 95 cos 9? -|- 2 C . sin 95 + 

+ 9^ cos 95 — 2(p . sin 9 — 2 cos 9;]. 
Eben so hat man aus dy = ds ■ sin (p 
y ^ s sin gj — J» . d amrp = s sin q^ — -rjd sin fp < [C — y)* 
oder 
y — a Bin 9) — I [(C — rp)"^. sin 91 — 2 {(?— 9)) . cos 95 — 2 ain gn]. 

Aus (I) folgt für w = ^, s = l{C-(py\ also 
iE = I [cos (p — {C— <p) . sin 9] I 
!/ = |[ain9P -f (C—g>) .cos^jj 

Aus diesen Gleichungen folgt; 

»■' + y' = T[i + (C-vn\ 

y __ tiiiitjq)4- (C — rfi) r 
j^ 1 ^f^C—f) ,tai!g(p / 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Elimination von 91 die 
gewünschte Relation swischen x und y. 
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Aufgaiie 34. Man Buche 
die Curve (Fig. 11), deren Bo- 
gen s der Tangente des Win- 
kels a. proportional ist, den 
die beriilirende Gerade an dem 
Endpuncte dieses Bogeos mit 
der Axe der p bildet. 

Lösung. Ist a eine con- 
stante Grösse, bo folgt für die 
fragliche Curve die Gtuiid- 
gleichung 

s = a . tang a. 

Differenzirf man diese Glei- 
chung, und bemerkt, dass 



taug« = ^, 80 folgt 



o'ler d. 



V 



1 + 



.i'y 



in' 



Diese Gleicbuug lässt sich ganz einfacli auf die Form bringen 

p^l/1 4-p* = — aq. 
Sclu'eibt man bier -r- statt q, so erliält man durcb Abson- 
-aip 



■vn 



und nach Anwendung einer Eeductionsformel {^j'x" dx(a -\- 'h!c"'-y\ 
« = •'^'+'' + C (1) 



Wegen dy = pdis ist dy = - ■ - " -^ i daher 

= _ 4-44= M l' " 1. 

+ C . . . . 



y = 



■ al 



iVFm^- 



(2) 



Lässt man x und y gieiehzeitig mit a verscliwintlen, so folgt 
Ulis Gleichung (1), (ia p^oo ist, {?= — a\ aus Gleichung (2) 

c = 0. 

Eliminirt man noch aus den Gleichungen 



i p , BO kommt 
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die Gleicliiing der verlangten Ciirvc, welche den Nameii Ketten- 
liiiie führt. 

Diese Gleichung (3) läoat öiuh weaeiitlieh verein lachen, oder 
besser gesagt , auf eine elegantere Form bringen ; denn bezeieh- 
iiet e die Basis der naiürliciien Logarithmen, so ist 



Diese beiden Gleichungen addirt, geben die Summe 

oder a^ X --=. ^U" -\- e~%. 
Nehmen wir jenen Punot Ä als Ursprung, i'ür welehen 
AA^ = a ist, Bo folgt, da statt .v, x — a zu setzen ist, die Glei- 
chung der Ketfenlinie in der einfachsten Geatüit : 

.»■ = |(«- + r'). 

Aufgabe 35. Der Bogen (a) sei die mittlere Proportionale 
zwischen der doppelten Abscisse und der Ordinate des Endpunctea. 
Lösung. Die Grundgleichung ist für diesen Fall 

Diese Gleichung gibt difl'erenzirt 

sds '^ w dy -{- y dx; 
wegen ds = \/dx^ -f- dy^ und s ^ \/lwy folgt für die zu be- 
stimmende Curve die Differentialgleichung; 

Vä^' + dy' = --^^ .... (!) 

Um diese Gleichung, die, wie man leicht sieht, hijmogen 
ist, zu integriren, verfolgen wir nachstehenden Weg: 

Dividiren wir die Gleichung (1) durch da), setzen der Kürze 
halber j- = p und für y ^^ nsz , so kommt 

Aus dieser Gleichung ist jli = _ „ — — - 

Wegen y := x% folgt p = x . -^ — \- z. 
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Setzt loan diede Werthe für p gleich 

A , ^^^ -t- S — 1 _2s ■ 

lud ditriuis _ 



i<-' (i — ^) . 1^2ä i — '^ (1 — s) "Ka/ 

Um daci letzte Integral in (2) La bestimmen, eetze ]ii;iii 
\/2z = uY^, 80 kooimt man auf das Integral 

hieraus folgt :!■ = j^^^ (r="v^; ' 

Setzt man für s wieder den Werth -, eo geht diese ülei- 
ehuiig über in 

als die Gleichung der verlangten Curve. 

Aufgabe 36. Diejenige Curve zu finden, deren Bogen der 
Quadratwurzel aus der Abscisse proportional iat. 

Lösung. Die Grundgleichung ist hier 

3 r=-. y'^, ds = Yd^-' + dt/" = i(^*]/j, 
hieraus folgt 

Setzen wir, um dieses Integral auszuführen, j^/ — r — ~ =" **' 
so geht y über in ^ :^ — | i n"^ ^ "i' ' ^^^ nach Anwendung 
einer Reductionsformel 

y = - ^[ -2 (<"+»■) + iarctangw] + f; 
für i( wieder den "Werth gesetzt, 

y = C' — ~arc tang \/'^^^ + ^ ]/«^' --*'^*- 
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Setzt man, um die Constante zu bestimmen, voraus, dass 
a' und y gleichzeitig verschwinden, so folgt C= -;. ^, daher 

^ = i[f — arc tang j/'^^^] + Wa--»: — ^^\ 

y ^l- &rc cotaiig (/ ^^^ + 1 K«^-^"*^ 
;ila Gleichung der verlangten Curve. 

Aufgabe 31. Diejenige Curve anzugeben , in welcher der 
Bogen etets gleich dem mfaehen Unterschiede der Abeciase und 
Subtangeote ist. 

Lösung. Es ist s = m{i6 — y ' 'I~y 

Multiplicirt mau mit dy und differenzirt . die Grundglei- 
chung, so ist 

dy . ds -]- s . d' y ^ m . x d^y 

oder d?/]/dfl;* + dy^ + mj«.— y . ■—) d^?/ = m:ed^y. 

Lässt man hier beiderseits mxd^y weg, multiplicirt daan 

die Gieichung mit dy und dividirt durch dx*, so folgt 

^1/14,^ = mv ^ 
dx'V ^ ^ dx' ^y • dx^' 

Setzt man der Kürze halber ^ = p, also ;^ = j^j so 
bleibt schliesslich die Gleichung zu integriren : 
p=]/l H-p^ = my .^. 
Multiplicirt mau hier mit dy , schreibt rechts statt -— den 
Buchstaben p und kürzt durch p ab, so bleibt 
dy .pVl H-p* = my .dp,- 
und durch Absonderung und Integration 

Jp^i+P' l P J \ JxV«.+ßx+'s=:-r 

Setzt man zur Bestimmuüg von C voraus, dasa für y = «, 
^ = 00 werde, so folgt C=a, daher 

» = «[ ;; J ' 



}" 
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pg)" = Vi + p'' - 1, 

i i 

lud hieraus dx =: ^dj/ N-l — j-j 1 



also .T -= ^ M^ — r + ^ r + r. 

^'l-^ 1 + 7/ 

Ist ??i = l, 80 folgt aus Gleichung (a) 

oder -^ = I^J/ - ^ ■ 1^ - l^f^- 
ai = ^ Z|i — 1^, eine logarithmigche Linie- 
Aufgabe 38. Diejenige Curve zu finden, deren Bogen- 
länge stets gleich |/a!* — a^ ist. 

Differenzirt man diese Gleichung, so ist 2iidn rrr: 2-t:d.T, 
und achreibt statt da und s die Bedeutung, so folgt 



]/x^ — a" Ydx^ -\- dy" = xdti; 
und daraus nach vorheriger Division mit dr, 

■J. = ± - "--■"—- und (/y = ± -^ 
und nach Integration 



y = ±oi[« + V«>-«'] + iC. ^ ' 

Setzt man fest, daas füi' a,' = (i, */ =- werde, so ist 
;(7 = q= «;«, 

sonach y = ± q? [a- -|- l/a.-" — a^] ::p a Za 

oder j) = liz a/ — __-__. , 

als die Gleichung der verlangten Curve, ilio wieder eine Kelten- 
linie ist. 

Aufgabe 39. Diejenige Curve zu finden , deren Bogen- 
länge s=-"|/«-i-'"+j" ist. _____ 

Lösung, Differenzirt man s — l/«■l'^-y^ ^^ kommt 
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Hetzt man, um diese Gieichiinf:; zu integriren, 
diinn ist 

y^^- = vf^. ■ ■ ■ 

Aus y = xz folgt 

_i _ ^ + ^. . __^ oder p _ « ^ .t- . -, 

und hieraus l;c =^ — ' — .... 
JP - ~ 
l'eafimmt man also die Grösse p ans (a), so ist 

p — 2 ± ^ ]/(« — 1) (ß + 2^i 



und p - 2 - ± :^]/(a - 1) (« H- s^ 
Diese Differenz in (/3) substituirf, gibt 

und 
odor indem man für z wieder den Werth herstelll, 

±^ 
.„c f + '"■;• + >• ) ^-■'. 

Aufgabe 40. Man soll die Gleichung der Curve finden, 
wenn der Bogen s eine gegebene Function des Winkels 9 sein 
soll, den die Tangente am Endpuncte des Bogens mit der Ab- 
acissenaxe einechliesst, 

Lösung. Ist s =/(^), aiso 

<U=f(<p)d<p oder F^ry' -=/(¥>)£, 
fO hat man wegen 

p = tang ^ und dx ^■■'^^=^=^ ~ f {(p) . d(p . co^fp 
y 1 +p' 
0: = If'{9).dfp.co6<p -^ C . . . . (1) 
Da ferner dy = tangq; , dx ist, so folgt auch 

y =f/i<p}-d<p.^lnq> + C . . . . (2) 
Fnbrt man nun die in (1) U"d (2) angezeigte Integralion 
wirklich aus, und eliminirt aus diesen Eesuliaten die Grösse 9), 
so hat man die gewünschte Curve. 

Ist z. B. a ^= 4wi . cos 5^, d. i. /(qu) — 4™ . coagj, also 
f i'p) ^ — 4 "* f^'i 9^ 1 dann ist 
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x = — J^m . sin rp . dg) . C08 tp ^ 

=^ — m/Bm2g> . d2tp = m cos 2 tp + C, 
y ■= — /4«i . ä\u(p . d(p . sin »p 

= — ^mf sm (p^. dp = m8in2q:i — 2mg) -\- €'. 
Soll für (p=0 auch a: = und ?/ = werden, datin nnisH 
C^=m und (.-' = eein. 

Aus den nun bleibenden Gleichungen 

X ^= m -{- m cos 2 gj ) 

j^ = m sin 2 g5 — m . 2(pl 
die Grösse 2cp eiiminirt, folgt die gewöhnliche Cycloide, als die 
Curve, welche der Aufgabe entspricht. 

Aufgabe 41. Man soll diejenige Curve finden, deren Bö- 
gen proportional sind den an die Endpuncte derselben gelegten 
Tangenten. 

Lüsnng. Dem Sinne der Aufgabe nach mnsfi die Propor- 
tion bestehen s : Tangt. '= 1 : a, d, i. 

as = Tangt. = iyTTJ\ 
demnach ist ads =: d . ~V^l + p^- 
Differenzirt man wirklich, so folgt 

yq = (1 —a) .p*(l -\-p% 
oder wenn man statt g, ~ schreibt und diese Gleichung mit dy 
multiplicirt, dann ist 



oder (1 — a) .ly ^ Ip -- iKl^p'') -f {\~a)lCi 
hieraus folgt 

^Zl _ ^ 



m 



und p ^= 



K^ 



also X = jdy f/^y ' - 1 + C . . . (1) 
Für specielle Zahlenwerthe veu a hat man die in (1) ange- 
zeigte Integration wirklich auszuführen. 
So hat man z. B. für a = t 
a; = ?.^(y-C'f 4- C oder {x-OY = ^Ay-Cr 
als die verlangte Curve. Was die Constaoten C und C betrifft, 
so kann man annehmen, dass etwa für 3: =0^1,, s — werde, und 
dass die Cm-ve durch einen gegebenen Punct .v'y gehen soll. 
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Aufgabe 42. Eine üerad« von bestimmter Länge bewege 
sich so, äaes der eine Endpunct auf der Abscisae, der andere 
auf der Ordlnatenaxe fortgleitei; man suche diejenige Cuvve, 
welche von diesen Geraden während der ganzen Bewegung be- 
rührt wird. 

Lösung, Sind x und y die Coordinaten irgend eines Cur- 
venpunctea, so iat der Aufgabe gemäss das zwischen den Axen 
liegende Stück der Tiingente constant, und nach dieser Bedingung 
foJgt die DifferenziaU Gleichung der Curvc: 



(I) 



also ist entweder 


L 


(1 
= 


Gleichung (1) 







folgt, oder . 



Differenzirt man diese Gleichung, so ist 

woraus p ^^ C, und 

*■ — ; = 0; hieraus folgt p =^ ; , 

und wenn man diesen Werth in (1) setzt, 

,■' + / = «' . . . . . . (3) 

Man findet also als Auflüsnng eine Gerade (2), wie vorauszuse- 
hen war, und die Curve (3), die wir schon früher einmal be- 
trachtet haben. 

Aufgabe 43. Es sei eine Curve von der Beschaffenheit zu 
finden , daaa alle von einem gegebenen Puncte A auf ihre Tan- 
genten gefällten Perpendikel einer gegebenen Geraden a gleich 
werden, 

Lösung. Ist die Gleichung der Tangente für die frag- 

liehe O^TC j,'-y==g (.'-.) (1) 

also X und y die Coordinaten des bestimmten Berührungspuncles, 
nnd nehmen wir den Punct A zum Urspruüg des Coordlnaten- 
Systema, dann ist « = —=== die Entfernung des PnncteB A 
von der Tangente (1). 

Nach (T) ist 
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folglioli tlie Differentialgleichung der Curve 

(.--sr ="■(>+») 

oder (y ~ 3!,)^ = a^ (l + p') ; 

hieraus ist y = pa: -\- a\/\ -\~ p^ (2) 

DiffereDzirt man diese Gleichung, dann ist 

Setzt man j^ ^= Oi dann ist p=C, und sonach aus (2) 

,j = c^ -^ ayrr^ ß) 

Aus X -\- -dL^ = folgt 
Fi +p' 

d. i. .r^ + y^ = «^ H) 

Die Gleichung (3) enthält, ähnlich wie in der vorigen Auf- 
gabe, ein System von unzähligen Geraden, nachdem C eine will- 
kürliche Constante let. Die Durchschnitte dieser sämmtlichen 
Geraden liefern den Kreis (4) ; dieser Kreis berührt sonach alle 
diese Geraden. 

Aufgab» 44. Es sind diejenigen Curven zu finden , bei 
weichen die Normallinie zu der Summe der Absclsse und Sub- 
normailinie ein constantes Verhältnisa hiit, 

Lösung. Man findet sehr leicht die betreffende Gruod- 

glciohung 

j]/l +p^ = «{^--f yp) . . . . (1) 

Ana dieser Gleichung folgt; 

integrirt man hier beiderseits, dann ist 

und hieraus 

■i' + r = i_„2 (2) 

Diese Gleichung stellt eine Keihe von Kreisen vor, welche 
der gestellten Aufgabe genügen. 

Nach dem Integral in (2) leistet der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung auch die besondere Auflösung a"«" =^ (l — a^)t/^ 

Häberl, Beispiele srnmh ans der anslyt. Oeomcttie. 27 
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Genüge, d. 1.3' = 



rn 



Es gibt also 



gerade Linien, 



welche dieselbe Eigenschaft haben wie das oben gefundene Sy- 
stem von Kreisen. Die beiden geraden Linien sind hier die 
Grenzlinien, ivelcbe einen jeden der Kreise berühren. Die Grenz- 
linie bildet den Uebergang von einem Punete des einen Kreises 
zu einem unendlich nahen Punct des zunächst folgenden Kreises. 

Aufgabe 45. Man suche jene Curven, deren Normallinie 
die mittlere Proportionale ist zwischen einer gpgebenen Linie « 
und der Summe der Abscisse und Subnormale. 

Lösung. Die Gruodgleichung, von der man auszugeben 
hat, ist folgende : 

('+!> ■ a ■■ yV^^. = »|/^Tg :....(!) 
Aus dieser Proportion folgt 



2j 



odei 



Diese Gleichung gibt integrirt 



m 



: die. 



-Vi 



oder 5;^ -f 7/" + (2 C — «) ^ + (C* - \a'>) = 0. 
Kreise leisten also der vorgelegten Aufgabe Genüge. Allein der 
Gleichung (1) entspricht auch noch das Integral y^ = ^ -f- o.r. 
Dieas ist die Gleichung einer Parabel, von der sieb leicht zeigen 
lässt, dasa sie alle jene Kreise berührt. 

Die Integration der Gleichung (1) kann auch auf folgende 
Art bewerkstelliget werden: 
Es ist nach (I) 

a(!e-\-y^) = y^{\ +/), 

ax = 5^^! +p«) — aj^jD . . . . (2) 
diese Gleichung differenzirt, 



Setzt 1 



so folgt 1 
riablen 






' 0, 



d nach Absonderung dfir Va- 
oiler \l.{\ ^-p"^ ^ IC — hj. 



i. i. ■p = \VC"- 
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Setzt man dieses p m die Gleichung (2), so ist 
Ol = C" — oJ/C— y', 



und C^ = ac gesetzt: 

^.a + j^a _ 2fl« + c* — «c -= 0; 
oder c--=^ — C gesetzt, folgt wie nach der ersten Infegrations- 
methode 

^^ + ;,^ + {2C-a)^ + {C'~ia^) = 0. 

Ferner folgt aus 2pt; ^ a = 0, F^^ä"' ^^^'''*6'" Werth 
von p in Gleichung (2) substituirt, diß besondere Auflösung 
i/^ ^=' ax -\- Y liefert. 

AiiTgabc 46. Man soll aus einer gegebenen Relation zwi- 
schen dem Krümmungshalbmesser eines Curvenpunctes und zwi- 
schen dem Winkel, welchen dieser Krümmungshalbmesser mit 
der Ordinatenaxe bildet, die Gleichung der Curve bestimmen. 

Lösung.' Ist allgemein der Krümmungshalbraeaser ^:=f((p), 
80 ist auch tangy^p, also 9 = arctangp. Man hat sonach 



«1 



(1 + pV 



-=/(«rolaiigp) niid i? = y},„„|,g,) . ''» J = 



:=P 



claagp). dp 



+ C . . . . (l) 



'=f 



i-pT 
Nach P = ■j^ ist y = fpdx, also 

f p/(ftrctangy). Jp , ^, ^ ,2, 

(1 + p')^ 

Eliminirt man aus (1) und (2) die Grösse p, so folgt nach- 
her -f (ic, j/) =: 0, die Gleichung der verlangten Curve. 

So hat man für /(q;) = ß secqs, langg)=p, 93 = arctangp, 
/ (arc tang p) '= a\/\ -\- p''. 
Ea ist daher 

■■^ =^ « {t^' = "' ■ "'■'^ *^"S P -h -^ ■ ■ ■ (!') 
und .y - aj-j^. = |,/(l+p^)+ C" . . . (2') 
Aus (1') ist J> — tang j^^^^V und dieser Werth von p 
in (2') auhstituirt, folgt für die verlangte Curve die Gleichung 

27* 
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Aufgabe 47. Ea ist diejenige Curve zu finden, in wel- 
cher die von einer gegebenen Ordinate gerechnete Fläche s in 
eonslantem VerhältniBae zu dem Rechtecke steht, dessen eine 
Seite die lelzte Ordinate y der Fläche z, und dessen andere Seite 
das harmonische Mittel aus der Abscisee x und der Subtangente 
riat. 

Lösung. Ist m : 1 das gegebene Verhältniss, so lautet die 
Grundbedingung : 

^ : TTr-y ^»^ ■ 1 

oder z = m. ^--^, .y (1) 

Ist a die Äbscisse derjenigen Ordinate, von welcher die 
Fläche z gerechnet wird, so \ai z = \ y dx , also j^ = y 

1- ci 1 . m ^^ dy dz (P s 

.1» SoMg. T=s.j^ = ,j:£ = ^^:^. 

Substiluiit man die Wertbe von y und T in Gleichung (1), 
so komm! man zur Differentialgleichung 

S + i-i-^a = "- ■ ■ ■ p» 

Die Integration dieser Gleichung liefert schliesslich 

(^= Gi^^ -h C^ ß) 

Für den besonderen Fall, wo m =; ^ lel, hat. man ans Gl. (.3) 

oder Iz = lx<'- 4- le^-, 

daher z ^= e^' . ijö^\ 
Wegen y — t^ ist i/ = C^ e^x*^--^ oder y = C .af, durch 
welche Gleichung die Parabeln vertreten sind, 
Ist m,^\, dann ist überhaupt 

sonach wegen y -^ —, 



oder der Form nach 

,7 ~ \(C-lx+ C"f- 
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Die Constanten bestimmen sich durcli die Bediitgungen, daaa 
s für ü; = a gleicbzeitig verschwindet, und dasa die Curve durch 
einen gegebenen Punct giihen soll. 

Zusatz 1. Sind die Grössen a, b, c so beschaffen, dass 
die Proportion Statt findet; a : c = a ^ b '. b — c, dann sagt 
man, die Grossen a, b, c sind harmonisch proportionirt. Die 
Zahl b pflegt man das harmonische Mittel zu nennen, und ea ist 



Zusatz 2. Zur Integration der Gleichung (2) bemerke man 
Folgendes : 

Setzt man allgemein in der Gleichuug 

£ + '*'^ + ^'{a' = » . . . . I. 

wo A = q} (*■) , Z= ij)(z) ist, 



On) 
hat 



wo ta eine noch unbekannte Function von x bedeutet 
man wegen 

1 3 dta dto dz - 

oder da J~ = j— • j- i^t, 

" (§f +/")■£ = «■ 

Da im Allgemeinen t- nicht Null ist, ao läaat sich folgern 

^ + 2.0 = 0, d.i. ü) = cle-■'■^''^ 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (m), 
^ = (7j e-fZd. _ ,-/Xrf^, 

Hier lassen sich neuerdings die Veränderlichen absondern, 
und mau kommt endUch zu dem vollständigen Integral 

f/^''' . d'A = CJf^^'^' .dx ^ C^. . . (n) 
Um also auf die Gleichung (3) zu kommen, setze man in 
diesem Resultate (n) 

X=\ und Z= =^. 

Aufgabe 48. Es ist eine Parabel , deren Parameter = p 
ist, gegeben; man soll die Gleichung derjenigen Parabeln suchen, 
welche durch den Breonpunct jener gehen, ihre Äxe mit der Axe 
jener parallel haben, uud jene Parabel selbst in irgend einem 
Panete berührea. 
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Lösung. Die gegebene Parabel sei 

y^ = fx (1) 

Die fraglichen Parabeln baben jede einen anderen Parameter = f, 
und ihre Gleichungen werden im Allgemeinen dargestellt durch 

(y - «)■ = p' (I ^ d) (2) 

Jede dieser Parabeln soll durch den Brennpunct der gege- 
benen gehen; setzt man also in Gleichung (2) a; := ^ und y = 0, 
dann ist 

■>' = p'(i-<i) <«) 

Soll jedoch (!) und (2) einen gemeinschaftlichen Punct x y 
haben, dann muss (y — d)^ = — f*/'^ — p*?) sein, oder 

^ y'-v'i ~ ^,_e! . ■ ■ - iw 

Die Parabeln (1) iind (2) sollen eich aber auch im Punete 
d ij berühren; sucht man also aus den respectiven Gleichungen 
die ersten DiiFerential- Quotienten und setzt diese einander gleich, 
so ibigt 

p- = (l — y)l> W) 

Setzt man die Werthe p' aus (ß) und (y) gleich, so ergibt 
sich hieraus 

— iy+p" so ^ — -jyrqr^j. 
und aus (^ — ^)* = p'(a' — t?) wird d=^- ^p- - ~ ^. 

Suhstituirt man die durch y ausgedrückten Grössen b, d, p 
in Gleichung (2) , so folgt 

y — 47mT* ' ^ ~ 4/'+;-' * ■''' ^ 'if' + p'' 
Multiplieirt man diese Gleicliung mit iy'^ -{- p'', so lässt 
sie sich dann leicht auf die Form bringen: 

s- 'J \p Pf 

Diese Parabel ist nun vollkommen bestimmt, wenn man r/, 
d. i. den Beriihrungspunct als gegeben ansieht; um jedoch eine 
für alle Parabeln geltende Gleichung zu bekommen, elimJnirc mau 
aus I. die Grösse y'. 

Man hat durch Differentiation: 

2.y -Jy _ 3^ _ i^ __ ^'i 
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oder ^ — T 

und vorhin -7- - 
alao durch Subtractioi 
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_ ^ydx __ ■. 

pdy 
iy _ 4x 4s>' 



pdy 



I. gibt auch ^ = I d= |/^ 
Aus diesen letzten Relationen t 
dy 



VJ^ 



III. 



ala Ditferentiaigleichung für das ganze System der gesuchten 
Parabeln. 

Um diese Gleichung in III. wieder zu Integriren, setze man 
px — y^ = w^ dann ist 

pdx — ^y dy = 2vdv, 



p + -iv 



dm — 2xdi/ = — (i/ dv — V dy) 
nd 2iy dv — v dy) = pdy, 

Hp + 2v) = ily + ^IC, 



_ds 



' 2y' 



p + 2« = Cy, 



und endlich Cy = p ± 2]/px — j/% 
welche Gleichung mit der in II. vollkommen übereinstimmt, wenn 
(7 = c. gesetzt wird. 

Die unbestimmte Constante C gibt daher jedesmal eine an- 
dere Parabel , wenn man den durch y bestimmten Berührungs- 
punct anders nimmt, 

Noch ist zu erwähnen , dass der Differentialgleichung III. 
die besondere Auflösung y^ =p«' entspricht, denn diese Parabel 
ist die Grenzlinie für das System der gesuchten Parabeln. 

Aufgabv 49. Es ist eine Parabel, deren Parameter =p 
ist, gegeben; man suclie die Gleichung, welche alle Parabeln 
umfasst, deren Axe mit der Axe jener Parabel parallel sind, und 
die jene Parabel berühren. 

Lösung. Es sei 

y"^ = pm U) 

gegeben. Die geauchten Parabeln seien in der Gleichung 

(y — §)'*=ip{x — d) . . . (2) enthalten. 
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Sollen vorerst (1) und (2) 
haben, so musa die Gleichung bestehen: 



geuioinschaftlichen Puiict 



Soll im Puncte n; y' eine Berührung Statt finden, 
Weiter folgt aus (y — d}^ = p (x — d) 



-3)p 



. (3) 
) musB 
■ (4) 




' p<j- — ä) p {y -3) I ,) (y' - ä) 

Diese Gleichnng hängt noch von den zwei Constaiiten S 
und y' ab, welche durch zweimaliges Differenziren weggeschafft 
werden können. 

Nehmen wir d^ als conatant an, so folgt 
dx _ 2/ (v — ^) 



Pii/' 



-ö) 



■ ■■ iy- 



also folgt 



und mit diesem Werthe aus (V) 



■ -i'j) 



l'^x — Zd)/-' ■ 

Subatituirt man Ö und y' in Gleichung (6), so bekommt man 
die Differentialgleichung des ganzen Systemea aller gesuehfen 
Parabeln, welche Gleichung auch noch die Grenzcurve enthält. 

Bildet man sich vor der Substitution -; — -;= ■.. , , dann 

folgt: 

^ =- ttj-^ T-i- '/ d^x — d.v d y) 4- - -. ■■- , --7 . tt4t 

2dy^ rfj' V J' I 2dy'(pd'x ~ 2dy^) 

oder d^a(pT — y'') = 2ä!äy^ — 2y dx df/ -^^da" ... I. 

Die wiederholte Differentiation dieser Gleichung gäbe 

d'^(px — ?/^) = 0- 

px — iß = bildet die besondere Auflösung. 

d^x = gibt 3) = Äy^ H- B-jj + C. 
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Diese letztere Gleichung besitzt jedooli nicht drei willküi-- 
liche Conalante, da die Gleichung I. deren nur zwei zuläsat, und 
es mU88 demgemäse zwiachen A, B und noch ein beslimmler 
Zusammenhang esistiren. Dieser findet sich sehr leicht, wenn 
man in I. a: = Ay^ + By -\- C, oder bezieliungsweiae 
da! = (2Ay + B)dp und d^a; = 2Adi/^ 
subatituirt. 

Nach einer einfachen Rechnung, wobei y hinausfälli, folgt 

Dieaa stimmt genau mit der Haupigleichung (6) überein, 
wenn man — -,^^— ^7=^ und 7 -^ ^ = -^ ^^t^t, dann wird 

Aufgabe 50. Ea aei 

Fix, y-, a) == (1) 

eine Gleichung, aus welcher durch succeseive Aenderimg von a 
ein öyalem von Curven deraelben Gattung entsteht; man soll 
jene Curve suchen, welche ein solches Syatem von Cui-ven unter 
einem gegebenen Winkel achneidet. 

Lösung. Bezeichnen wir die fragliche Curve durch 

/(^> V) = (2) 

zieht man an irgend einem der Durchs chnittspuncte der Curven 
(1) und (2) die Tangenten, und nennen wir den conatanten Nei- 
gungswinkel a, so folgt ganz einfach 






&] 



Aus (1) folgt durch Dlffereniiation ■^. = p, worin des ge- 
meinschaftlichen Durchsclmittapunct halber .v'^^x und y =y zu 
setzen ist. Sehreibt man endlich noch m für tanga, so kommt 

»•(i+p'-K)+f'-Ä = » ■■•(*) 

Eliminirt man aus dieser Gleichung (4) und der uraprüng- 
lichen F(!e, y\ «) = den Parameter a (die Conatante a parti- 
cularisirt in ihren verschiedenen Werthen jede der aufeinander 
folgenden Curven), ao ist das Kesultat der Elimination die Diffe- 
rentialgleichung der gewßnsohlen Curve. 
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Man nennt eine Curve von der oben besprochenen Eigen- 
schaft eine Traject orie, das ist alao jene Curve, welche ein 
ganzes System von gleichartigen Curven so schneidet, daas der 
Durchechnittspunct für alle einer und derselben Bedingung ent- 
spricht. Soli das System der gleichartigen Curven von der Tra- 
jectorie rechtwinkelig geschnitten werden, so hat man in (4) 
m = oo zu setzen, und erhält 

l + p'.p^ = (5) 

Hieraus und aus Gleichung (I) a eiiminirf, gibt die Differential- 
gleichung der sogenannten orthogonalen Trajectorie. 

Aufgabe 51. Man suche für das System der Geraden, 
welche durch y = am' bezeichnet werden mögen , die Gleichung 
der Trajectorie. 

Lösung. Mit Rücksicht auf die vorige Aufgabe folgt 
■p =a, demnach geht in diesem Falle die Gleichung (4) über in 

•"(>+''^) + «-:K = »' 

Setzt man hier wegen y = ax, a = -, so ist die Differen- 
tialgleichung der Trajectorie 

{mx^y)dx + {my-^)dy = 0. 
Setat man hier y = aiz, eo folgt, wenn man durch x ab- 
kürzt und dann absondert. 

Ix = lyi -\- z'^ arc tang s — ■ mlC, 

oilai indem man für z wieder - schreibt, 

m l \/äi^ -i- y^ — arc tang ^ = mlC 
oder m l — " 'J ^ ■ = arc tang -..,.. I. 
als die Gleichung der verlangten Trajectorie. 

Setzt man in I. ä ^ Cu , coatp, y = Cu . sin <p, dann ist 

„ Vt' -4- ?/' 

arc tang ~ = ^ und 7r^-~ = '*> 

aouach mlu = tp oder w = a .... 1. 
die Gleichung der logarithmischen Spirale. 



) gesetzt, gibt l T^ — = 0, d. 



V^' + !/' 



■■ 1 oder Ä* -\- y^ = C^i 



die Gleichung der orlhogonalen Trajectorie. 
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Man findet diese auch, wenn man die Gleichung (5) (Auf- 
gabe 50) aufstellt, d. i. I +«.^ = 0, a = | setzt, und die 
Gleichung 1 + - . -j^ = iutegrirt, welche dann eben so auf 
die Gleichung des Kreises führt. 

Aufgabe 52. Man bestimme die Trajectoiie für die Pa- 
rabeln y" ^ a . x''. 

Lösung. Es ist p' = — ^:^' 

Die Gleichung (4) gibt 

»•ri + ;«-S-gl + ;-"-S'-|| = «. 

und nach Elimination der Grösse a, 

(nmx ■}• ry) dx + (mry — nx) dy ^= 0. 
öutzf man y=^xz, dann folgt 



Nach I — j— ;; — , ^; kommt, wenn 4Mrm^>(»' — n)^ ist, 
Ix = ;.— . " /. arc tang '' " ■ -I".?— — 

oder 

— ^[{nnix" -\- {r-'n)iey + nmf] + IC 
als die Gleichung der verlangten Trajectorie. 

Um die orthogonale Trajectorie zu finden, setze man m = oo, 
dann folgt, indem der erste Theil zur rechten Seite verschvviudel, 

wenn man -statt der ganz willkürlichen Constanleti C, C'\^m 
setzt ; daher 

oder I/bä:^ -|-^^- — - . xy -f- ry^ = C, 
und für m = oo, nx" + ry'' ^ C^ 

Diese Trajectorie ist eine Ellipse, deren eine Axe mit der 
gemeinschaftlichen Axe der Parabeln zusammenfällt, und deren 
Mittelpunct in dem allen Parabeln gemeinschaftlichen Scheilel- 
puncle liegt. 
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AuFsnbe 53. Es ist die orthogonale Trajectorie i'ür ein 
Hj-Btem von um eiuen gemeinschaftlichen Mitlelpunct beschriebe- 
nen ähiiliclien Ellipsen zu beutiminen. 

LöauDg, Sollen die Ellipsen ähnlich sein, so mues - = h 
eine conetante Zahl sein, dann folgt aus ä^y"^ + fi^x'^ =^ a^b^ 

y'^ + n^x^ = a^n^ oder y = nYa'' — x'=; 
hieraus geht hervor 

und wegen Gleichung (5) (Aufgabe 50), 

if = Jl^ ^, d. i. IC + U = n^ly odev «"= = Cw; 
und wird n^ =: m geselzt, so ist y"^ = Cx die Gleichung der 
verlangten Trajectorie. 

Die Constante C läset sich leicht bestimmen, indem man 
die Trajectorie durch einen gegebenen Punct gehen lässt. 

Anmerkung. Die Elimination von a konnte oben sehr 
einfach geschehen, indem bei der Aufslcllung von p allöogleich 
Htatt ]/a* — x^, - subsfituirt wurde. 

Aufgabe 54. Die krumme Linie zu bestimmen, welche 
alle um einen Mitfelpunct gezogenen Kreise unter gleichen Win- 
keln schneidet. 

Lösung. Sind die Kreise durch die Gleichung .r'^ + y'^^j-a 
vertreten, dann folgt hieraus p' = j^ ^ ^ -~ ^-,-- > daher [Gl. (4), 
Aufg. 50] 

Setzt man hier \/r^^a:^^y, wodurch die Grösse )■ eli- 
minirt wird, so folgt 

{my — x)äx ■ — (mx -\- y)dy ^ 0, 
d, i. die Differentialgleichung der verlangten krummen Linie 
(Trajectorie). 

Die Integration dieser homogenen Gleichung gibt 

l „ ^ = m . arc tang -, 
welche Gleichung genau so wie in Aufgabe 51 auf die Form 
u=:a^ gebracht werden kann. 
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Wird wi=^oo, so folgt aus Gleichung (5) 

1 — - . -7^ ^ , und hieraus y = Cx. 

Aufgnlie 55. Ueber deraeiben Haupfaxe sind unzälilige 
Parabeln beschrieben, die einen gemeinschaftlichen Scheitel ha- 
ben ; man sucht eine Trajeclorie, welche sie alle unter dem Win- 
kel a schneidet. 

Lösung. Sämmtliche Parabeln aeien durch die Gleichung 
y'^ = pix!' ausgedrückt. 

Die Gleichung (4) wird in dem Falle 

wobei m ^ tang a ist. Hieraus p eliminirt, indem p r=^ ~ gesetzt 
wird, BO kommt man hierdurch auf 

(2miB -^yydx -f- (my ~- 2ai)dy = 0, 
d. i. die Differentialgleichung der verlangten Trajectovie. 

Wir gehen auf jenen speciellen Fall über, wo a =— 90", also 
TO=:oc ist. 

Die Gleichung (5) liefert 

' + £•2-0. 

oder wegen p='^, 14'2^-7~=^0; 
integrirt man diese Gleichung, so kommt 
2i= + j,' = C, 
d, h. die orthogonale Trajectorie für das gegebene System der 
Parabeln ist eine Ellipse. 

Aufgabe 56. Es soll die orthogonale Trajectorie aller durch 

die Gleichung |— \ 4- i,| = I ausgedrückten Curven gefunden 
werden, wenn a die sich verändernde Grösse bezeichnet. 

Lösung. Aus der gegebenen Gleichung folgt, wenn man 
gleich wieder die Accente von ^ und y weglässf, 

.— ^. 

Die schon mehrmals erwähnte Gleichung (5) gibt 



!r 
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oder 

o-j-l . dx - 6"«-> .iy = a . . . ([) 

Dieser Werth für a" in (I) aubatituirt, führt, zur Differen- 
tial gieioliung der Trajectorie, nämlich 

xiß~^ . dm — (&" ■ — y") dy = 0, 
Durch AbaonderuDg der Variablen erhält man sehr einfach 

a,'" + )/" = 2^ ■ y'^'" + ^ 
als die Gleicliujig der verlangfen orthogonalen Trajectorie, 

Aufgabe 57, Ein System von Kreisen, deren Halbmesser 
gleich sind, ist so gezeichnet, dasa ihre Miftelpunete auf einer 
gegebenen Curve liegen; man suche die Trajectorie, welche sie 
sämmtlich unter rechten Winkeln achneidet, 

Lösung. Das System der Kreise werde repräsentirt durch 
die Gleichung 

{X - pf + .(*/' - 5)^ - r^ . . . . (1) 
Die Mittelpuncfe dieser Kreise sollen auf der Curve 

P =/W (2) 

Da für den gemeinschaftlichen Durchachnittspunct der Tra- 
jectorie y = F(x) (3) 

mit einem der Kreise aus (1) x = x' und y^y ist, so folgt 
ans (1) p = — ^-— ^, und nach (5) 

' 'i-^5f-f: = » ■ • ■ ■ ■ w 

Verbindet man mit dieser Gleich, (a) noch die Beziehungen 
q-=fip) (P) 

und ehminirt aus diesen drei Gleichungen (a), (J3) , (y) die 
Grössen p und q, so gelangt man sofort zur Differentialgleichung 
der verlangten Trajectorie. 

Aufgabe 58. Die Linie, auf der die Kreismittelpancte 
liegen, sei die Abscissenaxe ; wie heisst In diesem Falle die 
Trajectorie ? 

Lösung. Dil hier y = f{x) übergeht in )/==;0, und auch 
9 — ist, so hat man für die Elimination von p und 5 die Glei- 
chungen : 
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ly — q)da!—{x — p)dy = 0) 
, = 0\. 
(i-p)' + y' = r'] 
Diese höchst einfache Elimination wirldich ausgeführt, er- 
hält man 

Diese Gleichung ist genau dieselbe, wie wir sie bereits in 
Aufgabe 16 gefunden haben. Ihre Integration gibt die bekannte 
Tractoria oder Zuglinie, welche in dem gegebenen Falle die 
Trajectorie bildet. 

AuFgahc 59. Die Curve, auf welcher die Kreismittel pun et e 
liegen, sei selbst ein Kreia, dessen Gleichung durch x^ -\- y^ r:= R'' 
gegeben ist; wie heisst in diesem Falle die Trajectorie? 

Lösung. In diesem Falle hat man die Grössen p.und q 
aus den Gleichungen 

l _-_^t Jä = . . . („), 

y ^1! dx ^ ' 

y' + ," =ü;«. . . (W 

(a: — p)" + <J — ?)• = t' . . . iy)] 
zu eliminiren. 

Aus (a) folgt {y ~ qY - (t - pY- g. 
aus Gl. (y) (y - qY = r= — (« — pY, 
atao ist 

{x — pY.'^^^ = t^ — {x-'pY oder x~p = ~, 
und mit diesem Werihe ist y — q ^= -^ , sonach 

V = ^ — ^' 9 = .V — ■^; 

und setzt man diese Werthe für p und q in die Gleichung (j3), 
so ist die Differentialgleichung der gewünschten Trajectorie 

,. + ,. + ,._ i,. = ^'{'^^^ 

-äer ä. = ,.:^fV;q, , (I) 

und integrirt 

5 ^ ^/[ra_iJ'' + ,r''+/] + C . . . I. 

Dentt miin sich an irgend einen Punct M dieser Cnrve 

eine Tangente gezogen, so ist der Winkel 9, welchen sie mit 

dem Leitatrahl iW = l/a'* 4- y* = e (0 ist der Coordinaten- 

Anfangspunct) bildet , durch die Gleichung cos 99 = j| gegeben. 
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Verlängert man die Tangente, bia sie in A' jenen Kreia trifft, 
auf welchen die Mitlelpuncte der senkrecht geschniltenen Kreise 
liegen, so folgt aus dem Dreieck MNO, wenn noch MN^a 
gesetzt wird, 

iJ^ — p^ -f- g^ — 2ps . cos q? . . . . (2) 

und hieraus cosgi =^ ^ — (3) 

Aus Gleich. (Y) kommt da^-^ — '^p' f , , und hieraus 

37 = 2,.g = OOS.P . , . . (4) 

am den Gleichungen (3) und (4) reeultirt sonach 
p' + =' - fl' ^ r'-fl' + P^ , ■ _ 

2q, 2rQ ' "■ '■ 

Nachdem s^r, d, h, constant iat, so bietet diess eine höchst 
merkwürdige Eigenschaft der gesuchten Curve I. ; diese ist näm- 
lich so beschaffen, dass der Kreis vom Halbmesser i2 auf allen 
au sie gezogenen Tangenten gleiche Stücke, nämlich =)■, ab- 
schneidet. Die gesuchte Trajectorie ist in dem Falle also jene 
Zuglinie , welche ein Körper durchläuft , wenn er an einem un- 
veränderlichen Faden fortgezogen wir(), dessen Endpunct den 
Kreis vom Halbmesser R durchläuft. 

Aufgabe 00. Es ist eine Parabel gegeben ; man sucht eine 
Curve, deren säramtliche Tangenten die Eigenschaft haben, im- 
mer gleiche Flächentheile der Parabel abzuschneiden. 

Lösung. Die fragliche Curve iat offenbar die Grenzcurve, 
an welcher die sämmtliehen Sehnen der Parabel Tangenten sein 
Rollen. Ist die Gleichung der gegebenen Patabe! 

y^ = px (1) 

die Gleichung der gesuchten Grenzcurve 

</=/W (2) 

/" der bestimmte Flacfacnraum, der von der Parabel abgeschnit- 
ten werden soll, und a die Abscisse, für welche der zwischen der 
senkrechten Sehne und dem Bogen enthaltene Flachenraum eben 

= /* ist, so hat man /^ = ^p^ a^. 

Denkt man sich an die Curve (2) unter dem Winkel (p eine 
Tangente gezogen, und nennt die Abscisse des Durchschnitts- 
punctes derselben mit der Äbscissenaxe :=x', so ist die Gleichung 
der Tangente, b ezieh im gs weise die Gleichung der Sehne 

y = tang9(a,' — *0 (3) 



yGoosle 



2Yp 



W^' 



die Lange derselben - . ' \ 1/ x sin f'' ~\- j coa <p'', 
selbe abgeschnittene Fläche (Aufg. 13, !Nr. 19) 

~-yx +jC0langg)2j = ip (j , 
und somit m' = a — t cotaiig 9»^ 
sonach kann man etalt (3) schreiben : 

y 1= (x — a) taug fp -{- 2 cot^iig f 
Eliminirt man aua dieser Gleichung <p, indem 
= taogcp folgt, ao hat man 



dg 



ii 



+ : 



. . ■ (4) 
nach Gl. (2) 



(5) 



als die Differentialgleichung der verlangten Curve. 

Man findet leicht aus der Gleichung (5) die besondere Auf- 
lösung 1/^ = p (x ~ a), d. i. jene Curve, welche durch die Durch- 
schnitte je zweier auf einander folgender Sehnen beslimmt wird. 
Die gesuchte Curve ist also eine der gegebenen völlig gleiche 
Parabel. 

Aufgabe 61. Eine 
Curve E S (Fig. 12) und 
ein fester Punct A seien 
gegeben. Man ziehe durch 
Ä beliebige Gerade zur 
Curve R S , wie A M, 
denke sich im Puuete M 
die Normale MN con- 
atruirt , und ziehe die 
Linie MT derart, daas 
der Winkel 

TMN=-JC AMN 
wird; und nun bestimme 
man diejenige Curve, 
welche durch die aufeinander folgenden Durchschnitte dieser Ge- 
raden M T entsteht. 

Lösung, Ist x Oy das Coordinatensystem, worauf sich 
die Curve RS, deren Gleichung 

fi^'y) = (!) 

ist, bezieht, sind « und (3 die Coordinaten des Punctes A, x y 
die des Pnnctea Jtf, und nennen wir die Coordinaten irgend eines 

Hnbsrl, BeisplelBamml. Kde dei anslrt. QeDmetric. 28 
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Punctes (lei fraglichen Corve x, y, so hat man vorerst für die 
Gleich, der AM, y—y' = K_ {x — x), also tang ^ = 7^^ = '■ 
und wegen PN (Subn, des Punctes M) = y'.j-^ iat 

Da nun fp -\- a ^ ^ =: 180", so folgt 

Setzt man hier für tang gi und tangft die obigen Werthe, so folgt 

, ip +1 
tang 0) ^= t =s __ v -. 

Nach der Figur folgt weiter ft = v + ff, oder da der Auf- 
gabe gemäss v = w ist, fi^w •\- G, also ff = ft — m, und 

tang u. — tang !W -, . _, 1 — p' (' 

tang ff = . , ^ ■■- r-- — ■ oder tang ff = ■ - - . ■ -r • 

= 1 + tang^ fi . taug w ° p + t 

Die Gleichung der MTht y — / = — tang ff (« — ^') oder 
S-s' = '-jf}i':-':') • . . . (2) 
Um von dieser Geraden zu einer nächstfolgenden überzu- 
gehen, hat man die Gleichung (2) nach x' und y zu differenzireu 
und zu berücksichtigen, daes auch p und t' die Grössen x und 
y enthalten. Man hat 

iy — !/') (p + i') ~ ip i' — 1) (^ — ^') : also 

Setzt man hier aus (2) den Werth von {y — y) , 
g, = p und % = q, 
SO hat man nach einiger Reduction 
- V IP + <')' = (f + f) [(ä - «') (p- % + 9 I') - </>' i - 1)] - 

-(y'l'-I)(a;-a:')(,-+^)' 
Aue dieser Gleichung folgt mit Leichtigkeit 

,, _ -(p' + ilCl+p') ,,, 



. d-p'OP + p") 
(1 + i")9' + (l +p'')- Jj. 



y Google 



435 

Um sich von der besonderen Lage des Punctes M unab- 
hängig zu machen, eliminire man aus den Gleichungen (3) und (4) 
mit Hilfe der Gleichung (1) die Grössen x und y, wodurch man 
sofort die Gleichung der verlangten Curve erhält. Man pflegt 
diese Curve in der Katopfrib die Brenniinie (Catacaustim) zu 



Sind die einfallenden Strahlen unter einander und mit der 
Abscissenaxe paraJIel, eo ist der Punct Ä als unendlich weit lie- 
gend anzusehen, also a =;oo zu setzen; dann wird 

, = 0, i' = --L, ii = t 

— p dx p" 

und die Gleichungen (3) und (4) gehen über in 



2(' 
-.• = ? ■ 



(6) 



-|»=S, - — T P'-O- «'=»' 



Aufgabe 62. Die refleetirende Curve sei eine gerade Linie ; 
man bestimme die Brenniinie. 

Lösung. Nehmen wir die gegebene Gerade zur Abscis- 
senajce, und lassen die Ordinatenaxe durch den strahlenden Punct 
gehen, so folgt 
,,. = 0, 

(y = 

Diese Werthe sämmtlich in das System der Gl. (3) und {4) 
aubstituirt, geben i» = und y = — (3. 

Die Brennlinie reducirt sich also hier auf einen Puncf, der 
in der Verlängerung der Ordinatenaxe eben so weit unter der 
reHectirenden Geraden ist, als der strahlende oder leuchtende 
Punct oberhalb. 

Aufgabe 63. Es sei die refleetirende Curve ein Kreis vom 
Halbmesser =?■, und der leuchtende Punct A im Endpuncte des 
Durchmessers; wie heiaat die Gleichung der Brenniinie? 

Lösung. Es ist die Gleichung der gegebenen Curve 
y =^'\/2ra> — .t''^, also 

P — j,' ' 9 —^Jii ^~ ' P^ ' — — x" ds'~ xy" 
Diese Werthe in die Gleichungen (4) und (5) (Aufg. 61) gesetzt, 
kommt man zu 

Gra' — 2x"' ir.^ln^l.?' 

aus welchen zwei Gleichungen, mit RCicksiclil auf y =^'\/2tic' ~~ ic'^. 
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die Gleichung der verlangten BrenDÜnie folgt; 

+ j(9a'* — 36ra;3 + 48»-*x= — fr'x) = 0. 
Setzt man in dieser Gleichung )■ = f fl und dann 2iJ ■ — x 
statt X, eo hat man 

!/* — (i2ä + 2i;x — 2ar*)j^* -f o.'* - 2Äx' = 0. 
Diess ist die Gleichung der Cardioide. 

Aufgabe 64. Die reflectirende Curve aei eine Parabel, die 
Slrahlen sollen parallel zur Axe derselben einfallen; wie heisst - 
hier die Gleichung der Brennlinie? 

Lösung. Ist i/''=px' die reflecfirende Curve, dann ist 

und nach den Gleichungen (5) und (6) (Aufg. 61) 

__ 4| , d. 1. a: = I und y = 0. 

y — y = — Kp^' J 

Die gewünschte Brennlinie reduclrt sich alao in dem Falle auf 
einen einzigen Puncf, den Bi-ennpunct der Parabel. 
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]\eunter Abschnitt. 

Maxima und Minima 



Erklärung. Xst y =/ix) eine gegebene Function, so 
findet man die Werthe von x, wofür y am grössten oder kleinsten 
ist, aus der Gleichung ' . = f (x) = 0. 

Man kann ferner sagen , dass für solche aus f {i«) ^ fol- 
gende Werthe von x, für /(ä) nur dann ein Maximum oder ein 
Minimum eintreten kann, wenn in der ßeihe der Differential quo- 
tienten von /(^) der erste für jenen Werth von x nicht verschwin- 
dende Differential quotient von gerader Ordnung ist, und zwar 
hat man ein Maximum oder Minimum, je nachdem dieser Diffe- 
rentialquotient negativ oder positiv ausfällt. 

Um übrigens aus /' {x) alle Werthe von x zu finden, welche 
möglicherweise ein Maximum oder ein Minimum bedingen, hat 
man überdiese, sobald die Form von fix) es zulässt, auch 
f (x) = oo zu setzen, 

Für die hieraus folgenden Werthe von .!■ hat man dann 
nach 1/ =f(.x) unmittelbar die Nacbbarwerthe aufzustellen und 
diese zu beurlheilerii fallen diese gleichzeitig kleiner oder grösser 
als f(x) aus, dann hat man wieder beziehungsweise ein Maximum 
oder ein Minimum. 

Ist s :^f{x, j/) eine Function zwischen den zwei absolut 
veränderlichen Grössen x und y, und fragt man hier um jene 
Werthe von ic und j/, wofiir » am grössten oder kleinsten wird, 
so stelle man zunächst jj^| und i^\ dar, setze jeden dieser par- 
tiellen Differentialquotienten gleich der Nulle, so bekommt man 
ein System von zwei Gleichungen mit den unbekannten Grössen 
X und j/. Jedes hieraus folgende Paar von Auflösungen liefert 
möglicherweise für z ein Maximum oder ein Minimum, Um diess 
endgiltig zu entscheiden, bilde man auch i-j^l- i -, ! 1. (^i' 
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aetze in diese Differential quotieiiten die gefundenen Wertlie für 
X und y, 60 muaa für den Fall eines Maximums oder Minimume 

G-?fJ'- (£)($)<» -■•"■ 

Aus dieser Eediugungegleichung geht gleichzeitig hervor, 
dasB sowohl für ein Maximum als auch für ein Minimum l-r-^l 
und (y^l einerlei Zeichen besitzen müssen; überdiese foidert aber 
die Theorie dieses Problemea, dass für ein Maximum Ij-A und 
l-r4\ negativ, für ein Minimum aber diese selben Quotienten 
positiv seien. 

Fig. 13. Aufgabe 65. Oberhalb der 

Linie Oaj seien zwei Puncte 
Ä und S gegeben (Fig. 13); 
man bestimme in der Linie Ox 
den Punct M derart, auf dasa 
die Summe AM -\- BM am 
kleinsten werde. 

Lösung, Nennen wir die 
Abeciaee des Punctes M, a; 



ee ist sonach A M := \/x'-' + j/'', 

BM = y(.x' — a:)^ + y"\ 
daher AM -\- BM = l/x^ + y'^ + ]/(_x — ^)» 
Für ein Maximum oder ein Minimum muss 



■ v: 



Gleichung nach ic auf, s 



. . . (1) 
fährt man die 



Löst man diese 
Lage des Punctes M. 

Einfacher ist es für die Lage des Punctes folgende Bezie 
hung zu suchen: 

Die Gleichung (1) läset sich schreiben 

MO MF „ , MO MF 



Nun ist 



MO 



cos a und -g- 
folgt > et = ^ 



: cos |3 , 
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Durch diese Relation ist die Lage des Punotes M vollkom- 
men charakterisii't. 

Dass der so bestimmte Punct M einem Maximum nicht ent- 
sprechen kann, geht hier aus der Natur der Aufgabe hervor. 

Wie der Punct M durch Conetruction gefunden wird, wurde 
in Aufgabe 19, erster Theil, gezeigt. 

Zusatz. Löst man die Gleichung (I) nach x wirklich auf, 



so folgt X = 
lang a = ^ = 
daher > a ^ 



". , ■ — , sonach 
y +s 

= ^^A^ und tang^ = ^ 



- = tang ß, 




Aufgabe 66. Auf dem Schen- 
kel Ox des Winkele a (Fig. 14) 
sind zwei fixe Puncte A und B 
gegeben; man bestimme am an- 
dern Schenkel die Lage des 
Punctea Jf derart, dass der Winkel 
AMB ^ V am grössten werde. 

Lösung. Setzen wir ^0=o, 
BO^b, nennen die Coordinateu 
des Punctes M, a> y, dann hat 



BM 



- y 






taug: T — t*ng 1 

wegen tang v =-- i + ,„5,.„„j,- - (,■_.)(,■ 

Oder setzt man tanga ^ k, dann ist y =^ kx, daher 
. „ _ Hi—)- 



dT 



' (l + t').--(,. + l).- + .l 



Aus ^ = folgt 
- i'»(l + t') + 



= und a; = - 






Kl + F 
als die Absciese des fraglichen Punctes M. 

Will man direct den Ahstand OM haben, dann folgt wegen 
04f =]/«'" + ./■■, OU=V'S. 

Dass für den gefundenen Werth x der Winkel « wirklich 



1 grössten ausfällt, zeigt der zweite Differentialquotient 
d' T — 2^(i + fc')(6— o)-^' 



(1) 
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Setzt man 



-und reducirt , so folgt 



440 

"Ki + fc' 

^-^ negittiv unter der Voraueaetzung, daas »■OO'* und b> a 
ist; sonaoh wäre entschieden dargethan, daas der gesuchte Werlh 
a.', V am grössten macht, 

Anmerkung. Der in (1) angegebene Ausdruck ist nicht 
der vollständige zweite Differentialquotient, sondern derjenige Theil 
desselben, der für das Zeichen von ^— r, massgebend ist. Denn 
hat man überhaupt !/ =f{x), und ist ^ = ^' ^° '^S.re dann 



d^ . 



Setzt man nun in diesem Ausdrucke jene Werthe für x, 



offlr ^^:0 ist, 80 reducirt sich -r 
;eben lasst. 
der vorgelegten Aufgabe zu ■ 
Fig. 15. 



sich leicht mit Werfen 
d'T 



In diesem Sir 




Aufgabe 61. Von Ä aua 

bewege sich ein Körper in der 
ßicbtung nach ä: mit der gleich- 
förmigen Geschwindigkeit «, von 
B aus ein anderer in der Rich- 
tung nach ä mit der Geschwin- 
digkeit v (Fig. 15); wenn nun 
die Beweglichen von A und B 
gleichzeitig abgehen, nach wel- 
cher Zeit ( werden sie die kleinste 
Entfernung vou einander haben? 
I sei A der Ursprung und AB die Ahsciaaen- 
keligen CoordinatenBystems, M und iV seien 



Losung, 
axe eines recht' 
die Positionen der Beweglichen nach Verlauf der Zeit ( 

wir AB~a, AM^=m, die Coordinaten des Punctes N 



= AP, 



dann ist MN = 
Nun ist m 



(ß- 



BN = 



t". i* + (« — v cos ff , ( ^ w O' 
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hieraus folgt 

J = 2v''sina.'.t — 2(a — r> cos a . i - v t) [v ^ v cos ij) 
Aus ^ = ist 

* ~ „' + i,'' + 2ot.'co3a' rf?" ~ '^'" +*^ -!-•;"" coawf, 
<]. i. eine wesenilich positive Zahl, eonach beßtimmt der für t er- 
mittelte Werfh in der That ein Mininmm , wie diess auch hier 
wieder aus der Natur der Aufgabe folgt. 

Anmerkung. Es wurde hier der Werth von t beelimmt, 
auf dasa MN ein Minimum ist; ea versteht sich wohl von seibat, 
daas dann auch MN ein Mioimum sei. 

Aufgabe 68. Ein rechter Winkel ist gegeben und inner- 
halb desselben einPunct; man soll durch denselben eine gerade 
Linie so ziehen, damit das zwischen den beiden Schenkeln be- 
grenzte Slück ein Minimum werde. 

Lösung. Denken wir uns die Axen des rechten Winkels 
als Coordinatenaxen , und bezeichnen die Coordinaten des gege- 
benen Punctes M durch a und 6, nennen die Durchschnitts- 
puncle der gesuchten Geraden auf der Ordinaten - und Abacis- 
senaxe A und B, den Ursprung 0, dann ist offenbar 

~ÄB = XÖ'+ BO^ 
oder AO =^ y und BO = x gesetzt, 

'äb''= a-^ -^ y'-" (1) 

Die Gleichung der AB ist aber ^ -1- ^ = I, und hieraus 

a . b , , bx 

wegen -, + ^. = I, y =. -j—-. 

Dieaa in (I) aubslituirt, gibt 

-AB - x^ + (7^^ (2) 

Soll AB möglichst klein werden, so gilt diess offenbar auch 
vom Quadrate; nennen wir diesa kurz z, so kommt es jetzt 
darauf an, jenen Werth für m zu finden, wofür z ein Minimum 
wird. 

Man hat -j-, = 2x — j—, rr, und wegen -r-r = ist 





x = 


a + V"^. 


also y' 


= b 


+ 1^« 


H. 




Kür 


diesen 


Werth von x 


wird e 


, also 


auch 


AB 


wirklich 


kleinsten, wie diess der 


zweite 


Diffei 


■enfialqi 


aotieat zeigt, 
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(^' 



")' 



Aufhübe 69. An den Fuucten 

A und B {Fig. 16) iat eine Schnur 
befestigt, auf welcher ein Gewicht 
gleiten kann; an welchem Puncte M 
wird das Gewicht in Kahe bleiben, 
d. h. am tiefsten hängen? 

Lösung. 'EaiBt AM-\-BM=a 
die gegebene Schnurliinge, und 

AM = 

BM = 
daher 



■■V^n^'. 



•Vi" 



x')' + iy-sT, 



-y*' + s" 



+ i/(«-«r+(s-j')'--«=o. . .(1) 

Aue dieser unentwi dielten Function handelt es sich darum, 
; so zu bestimmen, auf dass i/ ein Maximum wird. 
£b ist 



M ' 



v^ 



oder 



(lü) = _^ -I- 
\dxf AM ' 

^ = " [d^l '■ [d^} ' 
AM . x =0 liefert y = 
Dieser Werth in (1) gesi 



! + 



BM ' 



. 1, -(« 


- A Jf .■) 


?■'■ i. ., 


-AM,- • 


,V«'-." 




X 




etzt, gibt 








-»)" 



-«■)• + (- 



- + !/']' 



»■(»'-')' 



inY a' — ^" + xyY = (j'-^)' (»' — »" ), 
xl/a" — a'^ + ^J»' ^ C^'' — JK) ]/«* — ^'^1 

Dass für dieses a; nur ein Maximum bestehen kann, bedarf 
wohl keiner besonderen Erwähnung. 

Aufgabe 10. Durch den Scheitelpunct einer Parabel soll 
man eine Sehne so ziehen, auf dass sie mit der Curve den grössten 
Winkel einschlieest. 



y Google 



443 

Lösung. Wir verstehen unter dem Winkel, den die Sehne 
mit der Parabel einschliesst, denjenigen, welcher von der Sehne 
und der im Durchschnittspuncte derselben mit der Parabel ao 
diese gelegten Tangente eingeschlossen wird. Bezeichnen wir 
dem gemäss die Sehne durch 

y = <"^ (1) 

den Durchachnittspunct durch x y, die Tangente durch 

v-y = ■^■i^"'^') (2) 

80 hat man für den Neigungswinkel der Geraden (1) und (2) 

Nun ist ~ = 7^P4-, , und daher 
da {Z-\-a'y 

a = ± 1/2, ^^ = — -jä+Vp- 
oder für o = + J/2, j^ = g-. 

Der Werth a = — 1/2 gibt einen eben so grossen Winkel 
am unteren Parabelast. 

Aufgabe 71. In ein gegebenes Parabelaegment das grösste 
Dreieck einzuschreiben. 

Lösung. 1/ ^ ax -\- b sei die gegebene Sehne, welche die 

Parabel in den Puncten Mi^, und N\ „ schneidet. Denkt man 

sieb MN als Grundlinie des verlangten Dreiecks, und bezeichnet 
man die Coordinaten der Spitze mit x und y, dann hat man für 
die doppelte Fläche (erster Theil, Aufg. 59) 

2/ = {y^ — xy) + (y'V — xy") + (xy" — xy). 

Schreibt man hier noch x = —, x ^—, 0:' = ^—-, so bat 
p p P 

man 

/= 2^{.(i/y''—y^y') -h iy'y"' — y'y") + iy^y" — y'^y)}, 

^^^^^ ^ = 27 ^^^" - ^y y'^ + ^^yy" - 2'"'*] ■ 

Booaeh für ein Maximum 

y'^ — %yy + %yy" — y"^ = Q, d. j. y = ^^j^. 
Ist y die Ordinate, welche dem oberen Puncte der Sehne 
entspricht, dann ist jedenfalls t-^ = - iy" — y) entschieden nega- 
tiv, wornach der oben bemerkte Werth für y wirklich ein Maxi- 
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Der gesuchte Punct liegt offenbar im Durchachüitte des zur 
Sehne y = ax -\- b gelungen Durchmessers mit der Parabel. 

Aufgabe 12. Bei einer Ellipse ziehe man durch den einen 
Seheitelpunct der kleinen Axe die grSsste Sehne. 

Lösung. let a't/^ + i^a;' = a*6* die Gleichung der El- 
lipse; nennen wir den Seheitelpunct B und seine Coordinaten 

I __ ' der zweite Durchschnittspunct M der Sehne mit der 
Ellipse habe die Coordinaten a' und y, dann ist 
'BM = a.'" 4- (y — h)K 
Wegen a" j/^ -\- h^ x^ = a"^ b^ ist x^^--^{b^ — y^), daher 

oder BM = i]/aM6^~2/^) -f b'Uj — bj'' = z. 



sonach 



■•'a + i^i>-6) 



■j^ = liefert n = - — -, ~ = ^^ , und endlich ist das s 
gehörige X = ± ^ Yc* — b\ 

Um also durch B die langete Sehne zu ziehen 




diesen Seheitelpunct mit dem Puncte 

zu verbinden. 

Auf^Eibe 13. In einer Ellipse zwei conjugirte Axen zu 
verzeichnen, auf daes ihre Summe ein Maximum oder Minimum ist. 

Lösung. Sind die Haupfaxen der Ellipse 2a und 26, die 
conjugirten Halbaxen a und h', der Conjugationswinkel rp = r)! — a, 
eo ist bekannt a'^ -|- b'^ = a* -|- 6", 

'~ sintp" 
Aus diesen Gleichungen folgt 

<.' + '' = l/- + »" + =^ = - 

also 4^ = —a b. EOS y ^ 

und hieraus cos 95 = 0, d, j. fp ^ -ä- 
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i es ausser dem recht- 



Dleeer Werth von y = ■„ sagt, 
winkeligen Systeme kein anderes conjugirtes System geben könne, 
wofür die Summe der Axen am grössten oder kleinsten ist, und 
zwar ist für daa rechtwinkelige System die Summe der Halbaxen 
am kleinsten, wie -r—^ zeigt, denn ea ist 
d's __ +06 .ei 




und für g? =^ „ 






a+l, 



und hieraus folgt 

y = b ■\- ^ ]/2^^ 
Ferner sei y ^mx -\- n > 



Aufgabe 74. In einer 
ESlipae (Fig. 17) sind zwei 
Puncie A und B gegeben; 
man bestimme den Punct M 
derart, dass die Fläche des 
Dreiecks ABM ein Maxi- 
mum werde. 

L5fiUng. Für dasinder 
Figur angenommene Coor- 
dinatensystem ist die Glei- 
chung der Ellipse 
(9-6)»+ 6■(»^-»)" = »"ä^ 



; MF. 
> Gleichung der AB, wobei ) 
und n durch ^{., ^jo- bestimmt sind. 

AABM= [\AKM + [\BKM 

sonach l\ABM = ^-=^ {MF — KP) 
oder 



AABM = - 


folgt 


(6-« 


-ml + ;l/2a» 


~''\ 


■fA 


l^Sa^-^' + ftto-i) 




dl 

Aus i|i = 


2a (« 




= 




»■ + 4-/ 
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und für x den i 



indenen Werth gesetzt, 



ÜA . 



f°^-«' + '>')' 



eine entschieden negative Zahl. 

Auffalle 35. Unter allen Puneten einer gegebenen Curve 
diejenigen zu finden, deren Enlfernung von einem gleiehfalla ge- 
gebenen Puiict ein Maximum oder Minimum wird. 



Lösung. Es sei y^^flx) die gegebene Curve, • 
äbene Punct. Die Entfernung von m, j3 und x, y ist 



' der 



:)/(.■ 



(- 



-«)• + ( 






Wegen 



= ist 

(*-«) + (»- P) . g = 

Diese Gleichung (1) mit y=f(x) verbunden, gibt jene Wer- 

the von x und y, welche der Aufgabe Genüge leisten. Weiter 

entscheidet: 



(1) 



l + &-f)j7f + 



4^ 



üebrigens läset sich zur näheren Charakteristik der ver- 
langten Curvenpuncte Folgendes bemerken; 

v-v = if,W~^) (2) 

ist die Gleichung der Tangente in xy, 

9'~!"-J7 («'-•■) ■ . • • (3) 
die Gleichung der Normale im selben Punct. 

Nach (1) ist j3 — ;/=:— ^ (a — a:), 
woraus folgt, dass die a, j3 aiB nächsten oder am fernsten lie- 
genden Puncte der Curve in der durcb aß gelegten Normallinien 
an die Curve sich befinden müssen. 

Aufgabe Ift. Die Lage zweier gerader Linien und eine 
Curve ist gegeben; es soll an diese Curve eine Tangente gezo- 
gen werden, welche mit den Geraden ein Dreieck bildet, dessen 
Flächeninhalt ein Maximum oder ein Minimum sei. 
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Lösung. Die gegebenen Geraden nehme man als Coordi- 
natenaxen, der Coordinatenwinkel sei = a, der noch' unbekannte 
Berührungspunct in der Curve y =/(a:) . . . (l) xy, dann ist 
die Gleichung der Tangente an {l) y — y = -^(x — x) . . . (2), 
Bonach die Abscbnitte auf der Abscissen- und Ordinatenaxe 

und Bonaoh die Fläche dea gewünschten Dreieckes 
f=-\AT.AS.sma, 



oder / 


= ä 


(.- 


-■4?)(- 


dx 


)..i. 


«. 




Es ist 

i! 


(- 


- X 


■2)(» + 


^ . 


S). 




Bin« 




3oH f = 


= se 




2 . 
so müsste 


etwa y — 


x.4^ 


=.0 


Bein, 



-^ = -, sonach ginge (2) über in 

y — y = ^(x — x) oder y ^ ^ . x. 
Durch diese Tangente, nachdem sie durch den Ursprung geht, 
wird kein Dreieck bestimmt, daher ^ = ^ im vorliegenden Falle 
keine Bedeutung hat. 

j + « . g = gibt g =^ - |, 
dieser Werth gibt in (2) gesetzt, 

^ + — = I. 

Aus dieser Gleichung folgt, dass der fragliche Berührungs- 
punct in der halben Entfernung zwischen S und T liegt. 

Man findet die Coordinaten dieses Puncfes aus den Glei- 

chungen idy_ ^^ y 

\T^ — ~ '~x- 

Aufgabe 17. Ein Punct und eine gerade Linie im Räume 
sind gegeben; man bestimme die kürzeste Entfernung des Punctes 
von der Geraden, 

Lösung. Es sei a; = «2 -|- a» 

y = tz + ^\ '" 

die gegebene Gerade, x y rl der gegebene Punct, Die Entfer- 
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von irgend e 


inora P 


unc 


le der G 


erader 


1 ist 


s die absolut 




-S')'+ (2- 

leiliche betrE 


ichtel, 

-0 


dann 


V(^-0 


■ + (j- 


-»')' 


' + (■-■■, 






: = mues 












. g + (y 


-?') ■ 


ö 


+ (z- 


a') = 






(*■ - 

aein, 

ÄQ8 (1) folgt aber ^ = a, -^ = b, daher 

o(a? — y; -f fc(S/ -;/')+ (2-2) = ... (2) 
Diese Gleichung (2) verbunden mit den Gleichungen (1) 
geben die verlangten Werthe 3;, y, z, welche u wirklich am 
kieinsfen machen, denn es ist 

,, rf^ r , dr'' , , ,. d'-v , du' , , 



1 + °' 



oder 

eine wesentlich positive Zahlengrösse, man hat also in der That 
ein Minimum. 

Man wird wohl noch leicht bemerken, dass die Gleich. (2) 
für sich betrachtet eine Ebene repräsentirt, welche senkrecht sieht 
.luf der gegebenen Geraden und durch den Punct x ^' geht. 
Der gemeinschaf (liehe Durchschnittapunct dieser Ebene mit der 
Geraden bestimmt den verlangten Punct. 

Aufgabe 78. Für eine gegebene Fläche z=^f(.x, y) die 
Linie des stärksten Falles zu bestimmen. 

Lösung. Denkt man sich die gegebene Fläche im Puncte 

X 

Mly durch eine auf die coordinirte Ebene xy senkrechte Ebene 



geschnitten, und an die Schnittcurve im Puncte M die Tan- 
gente, so gibt der Neigungswinkel derselben mit der coordinirten 
Ebene ley die Giösse des B'alles der krummen Fläche in dieser 
Eichtung mit xy an. Man findet sehr leicht für die Grösse die- 



I Winkels 



Ist y =: aie -\- h die schneidende Ebeni 
und aus z:=fix, y) folgt 



tang a = ' - (I) 
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dz ■= pdx -j- qdy oder dz = {p -\~ afj) dx, 

somit lang a = - ^ "'' ■ (2) 

Um die Linie des stärksten Falles zu bestimmen, brauchen 
wir in (2) nur a so zu wählen, auf dass lang et am gröasten wird. 
■ ^ "^"P^ ' — ^ — "P „„A „„„„„ -^'""g " _ 



Miin hat - 



(1 + "'r 
an = 0, 



■j, und wegen - 



= 0, 



für welchen "VVerth der zweite Differentialquotient, wie man sich 
leicht überzeugen kann, negativ wird. 

So hat man für die Kugelfläche x^ -\- y'^ ~\- s^ =:^ r'' 

p = — ", q ^^ — ■-, oder für den bestimmten Putict 

f=^ — -1, 1 = ~-'h ^ daher a = ^. 
Die Gleichung der Eichtungsebene 

y ■= ax -^-h oder y — y ^= a{x — x') 
reducirt sich im vorliegenden Falle auf y=^-..m, woraus er- 
sichtlich ist, dasa dieselbe durch die s-Axe geht, dass also die 
grösste Kreislinie die Linie des stärksten Falles für die Kugel- 
flache ißt. 

Für das Ellipsoid 5! 4. |! + J = 1 folgt als Gleichung 
der Bicbtungsebene 

' X ' y 

Aufgabe 7^, In einer gegebenen Curve soll man unter 
allen Sectoren, welche dieselbe Spitze haben und von gleich lan- 
gen Bögen begrenzt werden, denjenigen finden, dessen Fläche ein 
Maximum oder Minimum ist. 

Fig. 18. L ö 8 u n g. Es sei (Fig. 18) PMM' 

der verlangte Sector und MM' = a. 
Ist u -=/(<p) ... (1) 

die Polargleichung der gegebenen 
Curve, dann hat man bekanntlich 
fQr die Bogenlänge 




= Jl/^- + S^ 



dg>, 
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S = .=£'[/.'+g.<i9. -J'f/.' + i^.d,. ... (2) 
Differenzirt man diese Gleichung (2), so folgt 

die Fläche MPM' = if u^d<p — ^f u^äcp = s. 

Soll z ein Maximum oder Minimum werden, so muas 
|i= sein, d. i. „". ÖL _ ,.= = (4) 

dq; ' dtp ' ' 

Eliminirt man aus (3) und (4) -^ , dann ist 

. . (5) 



V^H^. ]/■ + ? 



Die Gleichungen (2) und (5) in Verbindung mit u^^fitp) 
und u=f(q>') bestimmen die Puncte M und M', also den ver- 
langten Sector. 

Zur Charabterislik der Puncte M und M' lUsst sich noch 
Folgendes bemerken: Ist MN die Normale zum Puncte M, 
dann ist tang a =^ - . .^j^, folglich cos a =^— — . ; und 






ist PN XMN, MN = 



V^^ 



eben so ist 






M'N- -- 



Vermöge der Eclation (5) ist MN ^ M'N\ d. h. die Stücke 
der Normalen, welche durch die aus dem Pole auf die Normalen 
der Endpuncte des gesuchten Bogens gefällten Perpendikel be- 
stimmt werden, sind einander gleich. 

Aufgabe 80. Man soll wieder bei einer gegebenen Curve 
unter allen Sectoren, welche dieselbe Spitze und einen gegebenen 
Winkel an der Spitze haben, denjenigen bestimmen, für welchen 
der zugehörige Bogen ein Maximum oder ein Minimum ist. 

Lösung. Ist u=/[ip) die gegebene Curve, so wie « der 
gegebene Winkel an der Spitze, so hat man für den Bogen die- 
ses Sectors 
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'=J_ 1//W'+ /'(?>)■. cJy - j' |//(<P)' + /W'.i9>. 
Für ein Maximum oder ein Minimum muss -j^ = sein, (1. i 



1/7(9' +=»)''+/ (9+«/ = V/m' + /(?')' 

Nun ist die Normale aüger 



(1) 



d. h. ea müssen für ein Maximum oder ein Minimum die Nor- 
malen der Endpuncte des gesuchten Bogens einander gleich sein. 
Die Gleichung (1) reicht übrigens zur Bestimmung von ip 
hin. Den weiteren Aufschiusa hat dann j-j zu geben. 

Aufgabe 81. Es sind zwei Curven gegeben; man soll 
tliejenigen Puncte derselben finden, deren Entfernung ein Maxi- 
mum oder Minimum ist. 

= /(^) a) 

= nx) (2) 

Entfernung irgend zweier Puncte 



Lösung. Es seien j 
und y 
Curven , die 



die gegel 
derselben 

z = '[/{X — XT + (y — 2/V- 
X und x' sind hier unabhängige Veränderliche, und sollen so 
bestimmt werden, auf dass s ein Maximum oder ein Miniraum 
werde. 









Für ein Maximum oder ein Minimum mues 




C~) = und (ff,) = 
sein, sonach 




(«-»>') + (y-y'j ■ ff = . . 


. . (3) 


(«"*') + (i,-,,').Ä = . . 


. . (4) 
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Diese zwei GSeichungen , verbunden mit ^=/(a,') und 
j(' = ^(x'), geben die Werthe für x, x, y, y. 

Uebrigens zeigen die Gleichungen (3) und (4) ganz deutlich, 
dass die fraglichen Puncte nur in der, beiden Curveii gemein- 
Bchaftlichen Normalen liegen können, denn es ist 
M — j ;= — 3" (*" — ^) ^Je Gleichung der Norm, in x y an (1), 

q~y'=~%ip-^') « » « » « «y » (2)- 

Die erste dieser Gleichungen wird aber durch die Werthe 
x'y statt V und u identisch vermöge der Gleichung (3), eben so 
wird die zweite durch p = x und q=^y identisch nach (4), wor- 
' nach die gemachte Bemerkung gerechtfertiget ist. 

Aufgabe 82. Eine Ebene und ein ausserhalb liegender 
Punct sind gegeben ; man soll von diesem Punct die kürzeste 
Gerade zur Ebene ziehen. 

Lösung. Es sei 

Äx + By -^ C^ + Z) = 
die Gleichung der Ebene , a: y z seien die Coordinaten des ge- 
gebenen Punctes, und ic^y,z die irgend eines Punctes der 
Ebene, dann ist die Entfernung der beiden Puncle 



. VC- 






w 



- 1) + (■ - 



)• + (•- 
'•(5) 



Wegen 



= ist («-*') + (2 ^2') . (ff) = 
Nun folgt aus der Gleichung der Ebene 
sonach x — «' = -^ (a — z')\ 



m 

(2) 



(3) 



Diese Gieiehungen bezeichnen jedoch nichts anderes als das 
von a! y z auf die Ebene gefällte Perpendikel, welches demnach 
die kürzeste Gerade ist. 
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Man kann sich jedoch von der Riclitigkeit nocli weiter 
überzeugen , indem man auf die zweiten Differentialquotienlen 
übergeht. 

iJllA — :^ 
und in der Thaf 

fe) (77) > [j^tJ' 

■welche Eelation offenbar ein Minimum bedingt, da i-ri) und 

Aufgabe 83. Es soll der kürzeste Abstand zweier gera- 
der Linien bestimmt werden. 

L ü B u n g. Die Gleichungen der Geraden seien 

Denken wir uns in beiden Geraden die Puncte x-yz, 
x" y" z", dann ist die Diatanz derselben 

y(x---ic"Y + {y--~y'r + {z--z"Y. 
Soll dieea ein Minimum werden, eo gilt diees auch vom 
Quadrate, und es bleibt also zu fernerer Betrachtung 
u = (y — jkT + (y' — yy -f (/-^'V- 
Wegen ^;Z;2; + ;t und KZi^'Xi\ ^°'^^ = 

Nun ist 
fö) = 2 (1 + a" + b^) X- - 2 (H- aa' + bb') x" + 

+ 2a(«-«') + 2Mp-ß'), 
(&) ^ - aa + aa'+ö^-V' + 2(l + ß'^ + na" - 

- 2 «'(»-«') —26' (|3--ß'). 
f-j-^l ^ und jy-^l ^= geben ic' und ic", und somit sind auch 
y z und y" a" bestimmt. Dass die so ermittelten Puncte wirklich 
die kleinste Entfernung der Geraden bedingen , folgt wieder aus 
den zweiten Differentialquotienten, 
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Es ist (~) = 2{l+a' + b'), 

j d' n \ (d'u\ _ i d'u \ _ 

\dx'} • \dx'''f \d7d7'l ~ 

=- 4{l+«^+&'')(l+a'^ + &'*) ~ i(l+aa' + bb'j^ 
= 4 [(a - a'r -f (6 - bY + [a'b-ab')^] ; 
ea ist also 

(d^u\ /d^u \ / d'u \s ~ ^, 

und (j-^)j It"^) haben positives Vorzeichen, es gibt also die 
Verbindungslinie der zwei oben bemerkten Puncte in der That 
die kleinste Entfernung der gegebenen Geraden. 





E 


e- 19. 


Aufgabe 84. Es ist ein 






Dreieck ^^C gegeben (Fig. 19); 






man soll innerhalb des Dreieckes 




c 


einen Panct decart ausmitteln, 




/ 


w 


auf dass die Summe 




/ 


\ \ 


AO-\-BO^ CO^s 


/ 


Q 


k\ 


, ein Minimum ist, 

,\, Lösung. Nach der Figur 


U' 




xy 


)3"-ii^ hat man 




p 

ÄO 






= >/.■ + !/■, 




BO 


= l/(.~e)' + y=, 




CO 


= l/(«-«V + (y-j')', 



s = Yx^ + !/^ + Kt« " c)" + y^ -\- 1/(* ~ --rV + (!/ — y'y 



mach i~| 



■ +- 



-■ 0, 



\dy) AO^ BO CO 

Ohne diese beiden Gleichungen nach x und y aufzulösen, 
lässt sich die Lage des Punotes auf folgende Weise charak- 



: cos J3, 
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daher cos» — cos ß + sin y = 0, 
eben so sin« + sin j3 ■ — ^ coey = 0; 
oder cos« — eoej3 = — sioj', 
Bin a + aiii ß = cosy. 
Diese Gleichungen quadrirt und addirf, geben 
cos(« + ß) = i, ^. i. ^ + ß = 60"; 
dann ist aber > AGB = 120°. 

Durch blosse Analogie kann man schlieaaen, dass auch die 
Winkel AOC und BOC jeder 120" sind. Dadurch ist nun die 
Lage des Punctea vollkommen fixirt. (Man sehe erster Theil, 
Aufgabe T3.) 

Dass endlich bei dieser Lage des Punctes 0, AO-\-BO-\-CO 
nur ein Minimum sei, folgt offenbar schon aus der Natur der 
Aufgabe.; 







Fig. 20. 


Atifgnbe 85. Ein rediter 
Winkel und zwei Puncte Ä und 


y 




B (Fig. 20) seien gegeben ; man 
bestimme die Puncte M und N 
derart, damit 








AN + NM + EM 




/ 




1 


<\ 


B 


ein Kleinstes werde. 
Lösung. 


n 


AN = K^'= + (y-jr, 










" 


'^Vjff " 


- MN =yi:'+s', 




3: 


BM=V^I-x■)' + g■■'. 


Ea ist 






''+!l'' + V "" + (!/- S'>' + Vi" - "'">' + !/"'■ 


(S) =m; 


+ ''^ = '>- 


{J7/) = MN 


+ '-^ = »■ 


Wegen ^= cos«, 


■Är= ""P' 






-SN =•"'>' 


i^ = cc.d 



folgt 



cos a- ^= cos )3, d. i, 
und cos y = coaö, „ 
Mit Hilfe dieser Relationen wird 



- = ^ 



y + y" 



und 
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Aufgabe 86. Ea sind mehrere Figuren fif^fs ... so 
wie die respectiven Stellungen der Ebenen dieser JTigui-en gegen 
die coordinirten Ebenen gegeben ; man bestimme eine Ebene 
derart, auf (lasa die Summe der Projectionen der einzelnen Fi- 
guren auf dieser neuen Ebene ein Maximum werde. 

Lösung. Sind a.^ ß^ y^ die Winkel, welche das Perpen- 
dikel auf die Ebene /^ mit den drei Axen bildet, haben allge- 
mein w^ ßjj y^ dieselbe Bedeutung für die Figur f^, so bestimmen 
diese Winkel die sogenannte Stellung der Ebene. 
Man bat ferner in 

«1 — /i cos /i , 
h, =/, coaßi, 
c^ = /, C08 a, 
die Projectionen von /, auf die drei coordinirten Ebenen. 

Bestimmen die noch unbekannten Winkel u, v, w die Stel- 
lung der fraglichen Ebene, und ist tp der Neigungswinkel der- 
selben mit /i , dann bat man offenbar p, =/i cos tp, die Projection 
von /, auf die gesuchte Ebene- 
Wegen 
cos ip =: cos a, cos M + cos ßi cos V -\- cos y, cos w 
ist p, = C| cos M + ^1 cos V -\- Ui cos w 
d. i. die Projection von/, auf eine beliebige Ebene, wenn man 
vorerst die Projectionen von /, auf die Coordinaten -Ebenen und 
die Stellung der neuen Ebene kennt. 
Eben so hat man für die Figur /^ 

p^ =. c^ eoa u -\- \ cos v -\- a^ cos w u, s. iv., 
sonach die Summe der Projectionen 

J' = P, + Fa + ^s + • ■ ■ 

oder /" = ^ . cos M + S . coB )) + C . cos w . . . (IJ 

wobei A =■ Ci -\- c^ -\- c^ -\- ■ ■ . 

-B =- ^»1 + ^2 + ^a H- - ■ ■ 

C = «i + oa -I- 03 -f . . . 

Berücksichtiget man noch 

COSM^ 4~ C09ü^ -|- cosw^ = 1 ... (2) 
so bleiben von den Grössen w, v, iv bloss zwei absolut verän- 
derlich. 

Man hat aus (1) 

\j~\ = — ^ sm M — 6 sm w . T— , 
idP\ „ . „ . du, 
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™^ m = ». m - »• 

A Bmu + C B'mw . ~ = o) 
Baiav + Csinw .— = oj 
Die Bedingung8gleieliung in (2) gibt öberdiesa 
C03 M . ainu 4- cos to . ainw . ~ = j 
cos f . sin u -!- cos w . Bin Ml . -T- = ) 
Miminirt man aus den Gleichungen (3) und (4) 
~- und ~, 
I folgt mit Hilfe der Relation (2) 



ß) 



C4) 



Va^ + B'+ c 



Durch diese Gleichungen ist die Stellung derjenigen Ebene 
bestimmt, für welche die Summe der Projeotionen alier Figuren 
den grössten Werth erreicht. 

Aufgab« 81, Es sind drei Curven gegeben ; man soll in 
jeder derselben einen Punct finden, der so liegt, dass das durch 
die Verbindungslinien der drei Puncte entstehende Dreieck einen 
gröeaten oder kleinsten Inhalt hat. 

Lösung. Die drei Curven seien 

3/ = /W. y = •^(^'}. f = p(^-')> 
und die in diesen angenommenen Puncte xj/, x'y', x"y", dann 
ist die Flache des durch die drei Puncte bestimmten Dreieckes 

" = i li^'y — ^y') + i^"y' — ^'y") + i^y" — ^"y^^ ; 

Ferner ist 



m- 


=i [(«'-«") 


■ 3i " 


-(,'- 


-yl\ 


m- 


^ii(.-.) 


■Ä'^ 


- (/- 


-„|, 


(£)= 


= i[(i-jO 


dy" 


-(y- 


-y)J. 
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Man hat sonach für ein Maximi 


m oder Minimum 




('-'-'") -S -(j 


-j") = . . . 


. (1) 


, (."-.).g_,/ 


-y) = . . . 


. (2) 


(«-.^.»-^ 


-»') = »■ ■ • 


. (3) 



Diese drei Gleichungen, verbunden mit den Gleichungen 
der gegebenen Curven, bestimmen die drei Dreieckspuncte. 
Man kann übrigens noch Folgendes bemerken: 
Eb ist die Gleichung der Dreiechseite x y, lo" y" 

Y-y- = K:^{X^A; 

nach (T) ist K^, = ^, also 

Y- y' = '/jK-t) (4) 

Die in ary en-iclitete Normale liat die Gleicliung 

5'-J' = -^(X--) • • ■ ■ (5) 
Wie man sieht, stehen die Linien (4) und (5) auf einander 
senkrecht; man kann also sagen, dass die Normalen in den ge- 
suchten Punelen der drei Curven auf den gegenüberliegenden 
Dreieckseiten senkrecht stehen, 



Aufgabe 88. Man soll in 
den drei Seiten eines Dreieckes 
ABC (Flg. 21) die Puncte D, E 
und F so bestimmen, dasa der 
Umfang des Dreieckes BEF ein 
Minimum werde. 



= 0, 
= 0, 
= 0. 




DE = 
BF = 

EF= yib 





Lösung. Es ist 


l/(a-,j)' + z' 


— 2ii(o— y) ■ »08 C 


y{c-i)' + s' 


— 2y(c — I) . cosB, 



« = DE + DF + EF, 



m- 



x-(6-^) . 


oiA 


EF 
y-(c-,r). 


ose 




eosC 



DF 




(»-y>-.. 


osiJ 


DE 




(6_,)_i . 


asA 
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Nun ist 

[b — a) coaA = AP, 
also X — (b~z]coäA = FP, 
eben so (_e-^x) — y cosB = FQ, 
und nach der ersten Eedingungsgleichung 
FP FQ, ,, ^ 
EF=-D~F^ daher > c* = « } 

auf dieselbe Art folgt auch jB = p' und y = y. 
Ferner ist 

a + i3 + ^ = 180S 
daher C + y = a + i? . . . . 
y = 180 - (« + Jn 
>■ in (!) gesetzt und 180« — C statt A-\-B, folgt 

cf, =: C, eben so ist ß ^ ^ und f ^= B, 
Um a: , j/ und z nu finden, bemerke man : 
DF ; £^ = sin 2^ : sin 2^, 
DF \ EF= [c-w).'^ : '-^, 







folghch X 


= 


e . 






oder 


wegen 


c .smB — 
eben so 


-b. 

y 


ein C, 


cos^, 
coaS 



und 2 = a . cos C. 

Um die Puncte 17, £ und F durch Construction zu finden, 
hat man bloss aus den Puncfen A,B, C Perpendikel auf die 
gegenüberliegenden Seiten zu fällen; hieraus folgt aber auch 
gleichzeitig, dass die Aufgabe nur dann gelöst werden kann, 
wenn das Dreieck spitzwinkelig ist. 

Anmerkung. Es tritt bei drei Veränderilchen w, y, z ein 
Maximum ein, wenn die Bedingungegieichungen Statt finden: 

und endlich 
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